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[ mundo globalizado de los mercados obliga a que las em-
presas tengan que planificar el uso de sus recursos para lo-
grar altos rendimientos y ser competitivas. A partir del uso de
los modelos de optimizacién que nos ofrece la investigacion
de operaciones, tanto deterministicos como estocasticos, se busca
obtener una utilizacién 6ptima de los recursos, tanto de los dispo-
nibles para realizar sus operaciones normales, como de los que se
reinvertiran en el mercado de capitales, portafolios de inversion y
en la planificacion de las operaciones de las empresas. Actualmen-
te, existen diversas herramientas que permiten incrementar la pro-
babilidad de obtener mayor eficiencia en los procesos productivosy
administrativos de la empresa y organizaciones en general.

Las entidades administran los recursos fisicos, econémicos, hu-
manos y financieros, mediante la utilizacion de sistemas técnicos,
por ejemplo, a través de modelos de produccién, procesos, cuan-
titativos, planificacion, financieros, y la inteligencia artificial, estos
le permiten optimizar sus recursos y mejorar la efectividad de su
gestion operativa. Resaltandose para nuestro estudio las diferen-
tes técnicas de la investigacion operacional que ofrecen diferentes
tipos de métodos tanto deterministicos como estocasticos para la
solucion de los diferentes problemas que se puedan presentar.

Hay que recordar que los modelos no toman decisiones, éstas son
tomadas por la direccidn, equipos de trabajo, asesores, jefes de
area y personal auxiliar quienes en forma estratégica aplican los
resultados obtenidos, buscando una mayor eficienciay eficacia en
el rendimiento. El significado de “solucién 6ptima” que nos dan
los métodos en la investigacion de operaciones, es el resultado
definitivo, segln lo planteado en el algoritmo matematico; sin em-
bargo, pueden existir otros factores que solo los directores podran
determinar si produciran éxito o fracaso y los ajustes necesarios
para funcionar realmente bien.

A partir de lo anterior, cabe la pena preguntar ;cual es laimportan-
cia del modelo si no garantiza la solucion éptima que determina?
La respuesta que se puede plantear es que si bien el modelo arro-
ja una solucién 6ptima del problema, la situacién real puede no
ser deterministica, influyendo en los resultados del mismo, donde
pueden incidir otros factores no considerados en el modelo; que
hacen que la solucidn obtenida no sea el resultado final; sin embar-
go, contar con una perspectiva de como arreglar el problema es de
mucha importancia para la direccion y el equipo de trabajo en aras
de tomar una decision acertada y evitar asi riesgo en la inversion.




¢ QUE ES UN MODELO?

n modelo es la abstraccion de un problema real; al
cual se le aplicaran ciertas consideraciones mate-
maticas, permitiendo obtener resultados dptimos.

En la investigacion de operaciones se plantean
una serie de modelos de optimizacion, los cuales sirven de
apoyo a los gerentes y profesionales para la toma de decisio-
nes, permitiéndoles pautas importantes en la busqueda de
soluciones a los diferentes problemas administrativos y en
la generacidn de valor para la empresa. Por tal motivo, cono-
cer este enfoque de aprendizaje a partir de la construccidn
de un modelo, permite a los ejecutivos y gerentes abordar
los aspectos mas importantes de cualquier situacion para la
toma de decisiones.

Antes de elaborar un modelo de optimizacion, se debe tener
en cuenta el siguiente procedimiento:

CAPITULC

10



I Rodrigo Pérez Peiia

Figura 1. Proceso optimizacion
Fuente: Elaboracion propia

Es necesario tener en cuenta que ninglin modelo logra captar toda la realidad.
Pues estos son una abstraccion de un problema real, lo cual significa que sélo
se pueden considerar algunas variables representativas de este; que al ser teni-
das en cuenta en el modelo y al realizar el proceso iterativo, representa en una
forma aproximada las relaciones entre ellas. Lo anterior nos permite entender
en una forma sencilla cudndo es conveniente realizar un modelo y qué varia-
bles pueden ser relevantes en el mismo.

Capitulo I - Introduccién a los modelos de optimizacion I

Importancia de los modelos para
la toma decisiones

Los diferentes modelos que plantea la investigacién operacional son muy
importantes en la toma de decisiones gerenciales, ya que contribuyen en la
solucion de los diferentes problemas que se presentan en las empresas u or-
ganizaciones. Una vez establecidas las mejoras a partir del modelo, los valores
optimos pueden diferir de la realidad, por factores externos, que nada tienen
que ver el modelo elaborado.

Hay situaciones donde podemos hablar de “soluciones 6ptimas” ante las pro-
blematicas de la administracion de las empresas, asi como también para algu-
nas decisiones del gobierno en la vida real, del mismo modo en el mundo de los
negocios. Se recomienda a los directivos de las empresas que antes de aplicar
los resultados realicen un anélisis detallado de sus decisiones con respecto a
ellas y no se fien plenamente en el modelo. De igual manera, si al aplicar los
resultados obtenidos esta en desacuerdo a las pretensiones de la direccidn, es
conveniente que revise el modelo para realizar los ajustes pertinentes.

En los modelos de optimizacion se debe tener en cuenta las siguientes consi-
deraciones.

1. Esunarepresentacion abstracta de la realidad de un problema.

2. Al elaborarse debe tenerse en cuenta suficientes argumentos que le
permitan:

Obtener resultados satisfactorios de acuerdo con el problema planteado.

b. Los resultados obtenidos deben ser consistentes con la informacion del
problema a resolver.

c. La optimizacion y su interpretacion; se debe obtener en el menor tiempo
posible.

Ciertos modelos representan una medida de desempefio que se logra a través
de ciertas variables dentro de una serie de actividades, esto permite estable-
cer qué tanto se ha logrado cumplir de las metas propuestas. Quizas el pro-
blema mas relevante en la investigacion de operaciones es su elaboracion;
el cual representa cuanto estan aportando las variables seleccionadas a la
solucién del problema.

La investigacidén de operaciones ayuda a resolver todas aquellas situaciones
de cuello de botella que se presentan en las diferentes areas de operacién o
en la parte administrativa de las entidades, con el fin de lograr el mejor uso
de los recursos disponibles.
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Consideraciones de la investigacion de operaciones

Diferentes autores han realizado estudios sobre la investigacion de ope-
raciones, presentando interesantes aportes al desarrollo de las técnicas
de la investigacion de operaciones, uno de los que ha presentado ma-
yores aportes es el Dr. Juan Prawda Witenberg quien ha divulgado una
serie de metodologias muy importantes:
Lainvestigaciondeoperacionesesun método cientifico. Situacién completamen-
teerrénea, porque hace suponer muchos métodos cientificos, cuando larealidad
s6lo existe uno. Latoma de decisiones esta incluida dentro de la investigacién de
operaciones. Situacion también falsa, ya que la investigacidn de operaciones es

una de las tantas herramientas para la toma de decisiones (Prawda, 1979, p. 19).

Otra contribucion interesante al tema, la da el Dr. Ackoff Sasiani quien argu-
menta que los problemas militares presentados en la segunda guerra mundial
tuvieron bastante influencia para que la investigacion de operaciones lograra
un amplio desarrollo, para ello plantea la siguiente consideracion:

La investigacion de operaciones se puede considerar como:

a. Laaplicacién del método cientifico

b. Porequipos interdisciplinarios

c. Aproblemas que comprenden el control de sistemas organizados hombre

- maquina, para dar soluciones que sirvan mejor a los propdsitos de la or-
ganizacién como un todo (Ackoff, 1979, p. 17).

Del mismo modo, Frederick S. Hiller y Gerald J. Lieberman han realizado gran-
des aportes al desarrollo de los modelos de la investigacion de operaciones, a
través de la siguiente consideracion:
La investigacién de operaciones significa hacer la investigacién sobre las opera-
ciones. Esto dice algo tanto del enfoque como del drea de aplicacién. Entonces
la investigacion de operaciones se aplica a problemas que se refieren a la con-
duccidn y coordinacién de operaciones o actividades dentro de una organiza-
cion (Hillier & Lieberman, 1994, p. 5).

Modelacion en la investigacion de operaciones

La investigacion de operaciones es una ciencia que cuenta con una serie de
modelos que la hacen una de las herramientas mas completas para el analisis
de la optimizacion de los recursos, tanto para las empresas como para las
diferentes organizaciones.

Capitulo I

El autor Juan Prawda contribuye asi a la importancia operacional:

Estos modelos matematicos de decisién permiten calcular los valores exactos
o aproximados de los componentes controlables del sistema para que pueda
comportarse mejor, de acuerdo a ciertos criterios establecidos. Estos calculos
se realizan bajo el supuesto que se conoce la informacién asociada al estado de
aquellas componentes del sistema que no se pueden controlar. El acto de calcular
el valor apropiado de estas componentes controlables, se conoce como derivar

una solucién al problema en cuestion utilizando un modelo (Prawda, 1979, p. 22).

La investigacion de operaciones utiliza dos tipos de modelos para la optimiza-
cion. Unos llamados deterministicos y otros llamados estocasticos; los mode-
los deterministicos son aquellos en los cuales se tiene un modelo matematico
previamente disefiado, es decir tenemos una funcién y unas restricciones a
optimizar; en los estocasticos no se cuenta con un modelo previamente defini-
do, hay que crearlo con la poca informacidon disponible.

Antecedentes de la investigacion de operaciones

Las técnicas operativas son una aplicacion del método cientifico a la solucion
de los diferentes problemas que poseen las empresas y organizaciones tanto
gubernamentales como militares y privadas, con el fin de tomar decisiones
que optimicen los recursos escasos.

La investigacion de operaciones comienza a conocerse hacia 1759 con los mo-
delos primitivos de programacién matematica.

Posteriormente, el economista Walras también utiliza estas técnicas en el afio
1874;y en 1873 Jordan, crea los modelos de programacion lineal, los comple-
menta Minkowsky en 1896 y Farkas en 1903.

En elsiglo XIX hay que resaltar los descubrimientos de los modelos operaciona-
les estocasticos de inventarios, de tiempos y movimientos; a comienzos del si-
glo XX los modelos de lineas de espera, todos estos hoy en dia son de suma im-
portancia para optimizar tanto los procesos productivos como los de servicios.

Otro de los métodos utilizados fue el de asignaciones; muy til en la distribu-
cion de equipos. El cual fue fundado por los hiingaros Konigy Egervay. Neuman
en los afios 1937 culmina los estudios relacionados con la teoria de juegos, y
la teoria de preferencias, muy importantes en las decisiones de competencia.

A partir de la Segunda Guerra Mundial, la investigacion de operaciones tomé
mucho mas auge; como consecuencia de la falta de planificacion de los recursos
y buscando de qué manera se podian racionar los pocos existente. Fue en ese
momento en el que los militares britanicos llamaron una serie de cientificos de
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la investigacion de operaciones y comenzaron a buscar modelos que les permi-
tieran obtener triunfos con el menor uso de recursos bélicos y humanos.

Al obtener buenos resultados con esto, los militares estadounidenses los motiva-
ron a realizar estudios, con iguales objetivos, donde aplicaron la investigacion de
operaciones a problemas complejos de logistica, logrando resultados exitosos.

Enigual forma se utilizo la planificacion en estudios de vuelos, movilizacién de
tropas, uso de equipos electrénicos en el campo de combate, y toda drea donde
fuera necesario optimizar los recursos.

Después de la guerra, vino una época de crecimiento econémico, donde se
querian generar procedimientos complejos y especializados en los diferentes
tipos de organizaciones, en la asignacion de recursos, sistemas de produc-
cion, planificacion de actividades, lo cual exigi6 de las asesorias especializa-
das en las empresas y organizaciones, tanto del gobierno como particulares,
y para ello se involucraron a ese grupo cientificos que habian obtenido bue-
nos resultados en la accidén militar.

De esta manera, los modelos planteados por la investigacion de operaciones
resultan trascendentales en la optimizacion de los recursos disponibles, bus-
cando los maximos beneficios a un menor costo.

Aplicacion de los modelos de investigacion
de operaciones

Los modelos de investigacion de operaciones hoy en dia son aplicables a todo
tipo de negocio ya sea bursatiles, comerciales, industriales, servicios, financie-
ros, en planificacion de los recursos de la salud y en general a todas las inver-
siones que impliquen optimizacién de recursos.

Estos modelos pueden ser aplicables tanto al sector privado como al sector publico.
Actualmente, existen diferentes organizaciones dedicadas a lafundamentacion
tedricay practica de los diferentes modelos de la investigacion de operaciones.
Existen varias asociaciones que agrupan a miembros que se dedican a la aplica-
cidn de la investigacidn de operaciones en todo el mundo. En los Estados Uni-
dos, existen dos asociaciones la Operations Research Society of Management
Science, con aproximadamente 12000 miembros y el Institute of Management
Science, con aproximadamente 8000 miembros, ademas hay asociaciones Ca-

nadienses, Europeas, Latinoamericanas y Asiaticas (Prawda, 1979, pag. 24).

Capitulo I

Directrices de un proyecto de investigacion
de operacion

Al realizar un andlisis de un proyecto de investigacion de operaciones se deben
considerar las siguientes directrices.

1. Realizar decisiones mas eficientes

Las empresas, como las organizaciones en general, al realizar la toma de
decisiones durante su gestion lo hacen en una forma técnica, sin tener en
cuenta la relacion existente entre las diferentes areas que las componen.
Los modelos operacionales permiten analizar estas interrelaciones entre
las variables, evitando posibles fallas y traumas en la solucion de los pro-
blemas.

2. Interrelacionar las diferentes areas de las empresas u organizaciones.

La investigacion de operaciones a través de sus diferentes modelos, con-
sidera la posibilidad de implementar orden en las diferentes areas de las
empresas u organizaciones; tal es el caso de los requerimientos de ma-
teria prima en un proceso productivo, donde se debe contar con unos
buenos inventarios de materia prima y una disposicién adecuada de la
circulacion de esta dentro del proceso.

3. Establecer un seguimiento eficiente de los procedimientos

Otra gran ayuda de los modelos de investigacion de operaciones es que
se puede lograr establecer una supervision de las operaciones de una em-
presa u organizacion, evitando inconvenientes a futuro.

4. Obtener 6ptimos procedimientos

Através de estas técnicas se puede lograr la optimizacidn de los ingresos y
costos mediante la maximizacion o minimizacién de una funcién objetivo
y a su vez obtener mayor fluidez de los recursos eliminando los posibles
inconvenientes que se puedan presentar; facilitando una mejor interrela-
cion entre los diferentes componentes de la empresa u organizacion.

Fases de un estudio de investigacion
de operaciones

De acuerdo con Prawda (1979, p. 27), se pueden considerar las siguientes fases
en un estudio de investigacion:

1. Estudio de la organizacion
2. Interpretacién de la organizacién como un sistema

3. Formular el problema de la organizacién
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Construccion del modelo

Derivacidn de soluciones del modelo

Prueba del modelo y sus soluciones

Disefo de controles asociados a las soluciones

Implementacion de las soluciones al sistema

> ® N o ok

continuacion, se detalla cada una de estas fases.

Estudio de la empresa v organizacion

Al elaborar un trabajo de investigacion de operaciones se debe tener en cuen-
ta en primer lugar, como esta funcionando la empresa u organizacién, y cdmo
esta relacionada con el medio externo. Al tener ese conocimiento se puede to-
mar una apreciacion sobre el tipo de empresa a analizar y los posibles proble-
mas que la rodean. Esto permite que se definan variables que estén mas direc-
tamente relacionadas con el problema como en los modelos a implementary
poder obtener éptimas soluciones.

Interpretacion de la organizacion como un sistema

Quiere decir esto que se debe considerar la empresa como un sistema organi-
zado donde el comportamiento de cualquier parte de esta puede ser afectado
por otra. En la investigacién de operaciones implica ampliar el problema al pre-
sentado originalmente, de tal manera que se incluyan interacciones que no se
tienen en la formulacidén hecha por la administracion.

Formular el problema de la organizacion

Al realizar un estudio operacional se deben plantear varias alternativas de solu-
cion, antes de formular el problema que se busca solucionar.

Ackoff hace unas consideraciones a tener en cuenta para plantear un problema
de manera sencilla:

1. Debeexistir por lo menos unindividuo al que se le pueda atribuir el proble-
ma, el individuo ocupa un medio ambiente.

2. Elindividuo debe tener, por lo menos, dos posibles cursos de accion C| y
C, que pueda seguir; es decir, debe poder hacer una seleccién de compor-
tamiento.

3. Debe existir, cuando menos, dos resultados posibles de su seleccion, de los
cuales él prefiere uno en vez del otro; es decir debe haber, cuando menos,
un resultado que él quiera, un objetivo.

4. Los cursos de accion disponibles deben ofrecer cierta oportunidad de lo-
grar su objetivo, pero no puede dar la oportunidad a ambos.

5. Las personas que toman las decisiones desconocen las soluciones y/o efi-
ciencias y/o efectividades relacionadas con las soluciones del problema”
(Ackoff, 1979, p. 35-36).

Capitulo I

Para determinar si existe o no un problema se debe tener en cuenta lo siguiente:
« Que la problematica, sea para varios y no en una forma individual.

+ Que la posicion donde se encuentra la problematica sufra cambios per-
manentemente.

+ Poseer la disponibilidad de seleccionar varias estrategias, en una
forma finita.

« Que el conjunto de la problematica pueda identificar varios objetivos.
Aunque no sean prioritarios.

» Que la estrategia seleccionada pueda ser realizada por otro grupo.

* Que las decisiones tomadas repercutan tanto en el conjunto de la proble-
matica como en los ajenos a esta, ejemplo: productores y no productores.

(lase de problemas

Se consideran dos tipos de problemas los deterministicos y los estocasticos, es-
tos dltimos identificados seglin niveles de incertidumbre y riesgo que se tengan.

Problema Deterministico

En el problema deterministico, cada alternativa planteada tiene una solucion,
cuando existe mas de una alternativa existird mas de una solucion. Cada una
tiene una funcidn que medira la eficiencia y/o efectividad de esta y estara aso-
ciada a los objetivos del sistema.

Problema Estocdstico

Son aquellos que poseen cierto nivel de incertidumbre, con la presencia de
variables inciertas, para su medicion es necesario contar con una cierta pro-
babilidad. La funcidn de distribucién de estas probabilidades es identificable
y por consiguiente calculable.

Problema de Incerfidumbre

En este tipo de problemas los niveles de incertidumbre son altos y se requiere
de informacidn estadistica; para ello es necesario estimar las probabilidades a
plantear en el modelo.

Construccion del modelo

Al estudiar las técnicas de investigacion operacional, se tienen tres clases de
modelos:

Los icdnicos, analdgicos, simbdlicos.
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Modelos iconicos

Los modelos iconicos se representan mediante una imagen y su medicion pue-
de hacerse en escala de acuerdo con el tipo de situacién que se desee analizar.
Por ejemplo imagenes, maquetas, mapas y representaciones de situaciones
reales con ciertas dimensiones para su formacion como barcos, automdviles,
aviones, canales, como aparece en la figura 2.

Figura. 2. Modelo imagen icono.
Fuente: Elaboracién Propia

Modelos analdgicos

Se logran mediante esquemas cuyas propiedades son las de un modelo que se
obtiene a partir del problema que se desea resolver; referenciando otro modelo
cuyas propiedades son equivalentes. Por ejemplo, las propiedades de un mo-
delo dered, de interconexidn aérea entre varios paises son equivalentes a la red
de un sistema interconexion satelital (figura 3).

Figura 3. Modelos Analogos
Fuente. Elaboracién propia

Capitulo I

Modelos simbédlicos

Es el modelo mas utilizado por su bajo costo y su facil elaboracién. Tiene for-
ma abstracta de la situacidn a analizar; y se puede hacer mediante el uso de
letras, nimeros, variables y ecuaciones. Suele ser muy flexible, por lo cual per-
mite realizar diferentes clases de modelos. (Ver figura 4)

A

ORIGEN

Figura 4. Modelos Simbdlicos
Fuente: Elaboracion Propia

Por falta de informacidn en la bisqueda de una solucidn de un problema, muchas
veces es necesario cambiar de una clase de modelo a otro para obtener informa-
cién. Esto evita que se cometan errores; hay que considerar que entre mas sencillo
sea el modelo, menos dificultad se tiene en la consecucion de la informacion.

Derivacion de soluciones del modelo

Encontrar una solucién es hallar los valores a las variables que hacen que su
solucidn sea 6ptima, sin embargo, como se ha expresado, esta solucién no ne-
cesariamente determina una mejoria en la eficiencia o eficacia al sistema.

El analisis matematico que se hace a un modelo de solucién por investigacion
de operaciones se realiza en forma deductiva, es decir, parte de lo més general
a lo particular.

Asi mismo, otra manera de llegar a soluciones posibles, es el método iterativo,
donde se van obteniendo soluciones factibles hasta en encontrar la solucién
6ptima, realizando un recorrido en el llamado poligono de soluciones hasta
encontrar la éptima.

Prueba del modelo y soluciones

Los modelos se deben probar independientemente de quién lo realice, con el
fin de comprobar si los resultados obtenidos son predicciones verdaderas o qué
tan cerca estan de ser confiables. Es recomendable que la persona o equipo de
trabajo de la toma de decisiones siga los siguientes pasos al realizar la prueba.
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1.

Se debe comprobar que el disefio elaborado, no presente fallas; de tal ma-
nera que al realizar las diferentes iteraciones se vuelva infactible.

Una vez se compruebe la veracidad del modelo, se revisan las expresiones
matematicas; si estan acorde a los objetivos que se pretenden lograr con este.

Una vez revisado tanto el modelo como su representacion matematica; se
selecciona la técnica para obtener la solucién; los resultados obtenidos se
analizan e interpretan segln el problema planteado.

El analisis de los resultados deben hacerse de tal manera que sean enten-
dibles por los interesados en los resultados.

Una vez analizados se deben hacer los ajustes necesarios al modelo y luego
se hace laimplementacién al problema real de la empresa.

Diseiio de controles asociados a la solucion

Al realizar el disefio del sistema al modelo en estudio se debe comprobar que
no haya omitido ninglin componente controlable importante y que no se haya
rechazado ninguna interaccion que sea relevante para la solucion.

Se debe corroborar la opinidn de todo el equipo responsable en la toma de deci-
siones y cuyas conclusiones se tengan en el analisis que fundamenta el disefio.

Implementacion de la solucion al sistema

Una vez se tenga la solucién con el modelo en estudio, representacion mate-
matica y restricciones, funcion objetivo, hay que corroborar que la técnica que
resuelve este sea aplicada correctamente al sistema en estudio.




Investigacion de operaciones deterministica

s aquella que cuenta con una base fundamental
como es el modelo matematico previamente defini-
do, para buscar una solucién 6ptima.

Modelo lineal

Consiste en una funcidn lineal sujeta a restricciones linea-
les; estructurada mediante un algoritmo matematico, que
brinda una amplia gama de soluciones factibles hasta ob-
tener una 6ptima.

En la investigacion de operaciones deterministica se tiene
una serie de métodos lineales, los cuales contienen una
estructura matematica bastante Util, para obtener una
solucion dptima segun el tipo problema que se tenga a
resolver, entre otros podemos mencionar: el método gra-
fico, simplex, gran M, analisis postdptimo, dual, dual sim-
plex, transporte y asignaciones. Agrupados en la rama de
la programacion lineal.
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Definicion de modelo deterministico

Dado un conjunto de m ecuaciones lineales restringidas con n variables donde
se quiere hallar los valores no-negativos de las variables que satisfacen unas
restricciones y maximizando o minimizando una funcién lineal, llamada fun-
cion objetivo que conforman las variables.

El método deterministico nos ayuda a evaluar posibles soluciones factibles
de un problema planteado y formulado entre muchos, hasta lograr obtener
la solucidn 6ptima.

Estos modelos son una herramienta que sirve para la toma de decisiones en el
mundo empresarial, financiero, organizacional, politico y econémico, dando
alternativas de solucion que son aplicadas con el fin de optimizar la utilizacion
de los recursos disponibles en las empresas y organizaciones en general.

Planteamiento del problema

Existe una gran cantidad de problemas dentro de los procesos productivos,
administrativos y financieros, que requieren de la aplicaciéon de una técnica
determinada para su solucion; esta técnica nos la facilita los modelos lineales,
a través de los diferentes métodos con que cuenta.

Generalmente, los problemas que se plantean solucionar por medio de los
diferentes modelos ya expuestos (método grafico, simplex, gran M, analisis
postéptimo, dual, dual simplex, transporte y asignaciones), y deben ser plan-
teados de la siguiente forma:

a. ldentificar las variables de decisidn necesarias para la solucidn del problema.

b. Formular la funcién objetivo, (F,0) que se va a optimizar, ya sea maximi-
zando o minimizando.

c.  Formular las restricciones con el fin de demarcar la disponibilidad de los
recursos limitados para formular el problema.

d.  Cumplir la propiedad de proporcionalidad. Significa que la funcién obje-
tivo y las restricciones deben guardar una proporcionalidad en el ambito
de contribucién de cada variable, de acuerdo con una disponibilidad de
recursos.

e. Cumplir la propiedad de divisibilidad. Es decir, que sea posible asignarles
valores fraccionarios a las variables. Esta es una consideracién importante
en los casos en que se trabaje con sistemas de produccidn o asignacion de
articulos discretos. En tanto que no es posible garantizar que las solucio-
nes encontradas, los valores de sus variables sean enteras.

f.  Cumplir la propiedad de actividad. Significa que la funcidn objetivo
sea la suma de las contribuciones de las variables. Esto es que el total
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sea igual a la suma de las partes y que no hay efecto de interaccion en-
tre los niveles de cada variable.

g. Cumplir la condicién de no negatividad. Que todas las variables que se
vayan a utilizar dentro del problema a resolver deben ser de la condicion
fundamental y necesaria, mayores e iguales a cero (xj > 0); yaque no es po-
sible producir u obtener valores negativos de las variables como resultado.

En el planteamiento del problema se hace necesario realizar un analisis con-
ceptual basico de las variables a considerar, ya sea realizando suposiciones y
simplificaciones de tal forma que se logre una estructura ideal del modelo.

Asi mismo, en la formulacién del problema se requiere que el disefiador selec-
cione y aisle del entorno total, todos aquellos aspectos de la realidad que no
son pertinentes para su fundamentacion. Ello nos permite analizar en las em-
presas, organizaciones y tipos de negocios solamente lo que nos ocupa de las
decisiones y objetivos necesarios para la formulacion del problema, los cuales
deben ser identificados y definidos de un modo explicito.

Cuando se va a construir un modelo de optimizacion, el problema mas sig-
nificativo es plantear las variables de decision, que lo formarian; para ello se
presenta el siguiente diagrama estructural de las variables a considerar, el cual
representa la problematica tanto interna como externa a analizar, estas pueden
ser de dos formas: enddgenas y exdgenas.

Figura 5. Diagrama de variables exdgenas y enddgenas

Fuente. Elaboracion propia

Alidentificar las variables de entrada; las definimos como variables exdgenas,
las cuales a su vez estan divididas en variables controlables que son las que
maneja los directivos (gerente), y variables no controlables que estan bajo
control de otras personas o del entorno.

Por su parte, las variables endégenas se pueden considerar como variables
transformadas, y permiten establecer qué tanto se ha cumplido con los ob-
jetivos y metas; llamadas también variables de complemento, son variables
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que indican otras posibles alternativas que se pueden considerar en la solu-
cion del modelo. Las variables transformadas tienen gran relevancia porque
conllevan aquellas consideraciones utilizadas que indican qué tanto se ha
logrado respecto a lo planeado. Por esta razdn, a las variables transformadas
se les llama variables optimizadas.

En cuanto a la funcidn a transformar; esta también se divide en dos; funcién
objetivo y algoritmo matematico, aqui es donde mediante el modelo mate-
matico encontrado, se transforman las variables y salen transformadas segin
condiciones planteadas en el problema principal.

Pasos para formular el modelo

Alformular el modelo, se requiere de una estructura matematica, conformada por
una serie de parametros, los cuales se deben plantear de la siguiente manera.

a. Definir las variables de decisidn (x); estas son las que se han identifica-

do como la solucién del problema, las cuales pueden variar desde un x,,
Xyerrann x . El nimero de variables a considerar depende del problema a
resolver. Estas variables deben argumentarse cuando se esté elaborando

el modelo, en su dimensidn y unidad de medida.

b. Definir la funcidn objetivo: (F, O). Es la funcidn elaborada para lograr la
optimizacién de las variables del problema, las cuales deben estar inte-
rrelacionadas para poder generar un “resultado total”, es decir, puede de-
jarse de fabricar un producto (variable) para fabricar o utilizar una mayor
cantidad de otro producto (variables).

c.  Definir las restricciones: (C, S, R) que significa “con las siguientes restric-
ciones”; las cuales deben estar relacionadas con la disponibilidad y uso
de los recursos, esto quiere decir que existen limitaciones en la disponi-
bilidad de recursos para el cubrimiento de la demanda; los cuales deben
ser de forma lineal.

d. Definir la condicidn de no negatividad, ello significa que los valores de las
variables deben ser mayores o iguales a cero.

e. Definir el modelo matematico. Una vez se han definido los anteriores pa-
s0s, se procede a elaborar el modelo matematico.

Formulacion del modelo

Unavez elaborados los anteriores pasos, procedemos a formular el modelo de
acuerdo con el algoritmo matematico requerido segun el problema, asi:

a. Variable de decisidn: existen dos tipos de variables de decision; una sin re-
ferenciay otra con referencia; entendiéndose con referencia, por ejemplo
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una empresa que posee varios centros de distribucion, la referencia seria
los centros de distribucion.

Variable de decision sin referencia; como por ejemplo una empresa que
produce varios productos.

X; para todaj=1...... n

Donde la variable x, es la que vamos a optimizar segun tipo de problema, y
el subindice “}” nos indica cuantas son las variedades de productos a con-
siderar en el problema.

Variable decision con referencia; aquella que tiene un centro de origen y

varios lugares a donde llegar, la forma de esta variable es como sigue:

X, para todo i=1,...... m;j=1.....n

Donde la variable x, es la que vamos a optimizar segun tipo de problema,
tiene dos subindices, el subindice “i” que nos indica los lugares relaciona-
dos con las variables, y el subindice “j” nos indica cuantas son las varieda-
des de esas variables a considerar en el problema.

La funcidn objetivo (F, 0); corresponde a la funcién que vamos a opti-
mizar; esta funcion puede tomar dos formas para su optimizacion, una
buscando maximizacién y otra buscando minimizacién, su forma mate-
matica es como sigue:

Sin referencia:
Max 0 Min(Z)=C, X +C, X +C, X +--+C X_
En una forma general sera:
n
Max o Min f(x)=z CX

71
Con referencia seria:

Max o Min(Z)=C X +C X _+C X +-+C_ X
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En una forma general sera

Max o Min f(z)=z G, X;

i=1 j=1

m n
=1
Las restricciones seran las limitaciones de los recursos disponibles con que
se cuenta para la solucién del problema. Estas presentan la siguiente es-
tructura matematica:

a11 a12 aln Xll X12 Xln l:’1
21 22 2n X21 22 1n = b2
ml amz amn ml Xm2 an bm

Formada a partir de dos matrices, la matriz de los coeficientes técnicos y la
matriz de las variables, igualado al vector de los recursos disponibles.

La condicidn de no negatividad; que corresponde a que todas las variables con-
templadas en el modelo deben ser positivas es decir mayores e iguales a cero.

Xj o Xijz 0 donde
i=1.......m
j=l.ccceeen

La formulacién del modelo matematico; que es la representacion de todas las
anteriores expresiones, se resume asi:

Sin referencia

Max 0 Min(Z)=C, X +C, X,+C, X +-+-+C,_X_

C.S.r
<>=
an X1+a12 X2+a13 X3+ a, X, == b1
“es <>=
a21 X1+a22 X2+a23 X3+ a2n Xn__ b2
R +eee

sesse eeesssessssssnns cecesce sooe

cee <>=
aml X1+am2 X2+am3 X3+ amn Xn - bm

X, =0 Parai=1....m;j=1...... n
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Con referencia

Max o Min(Z)=C X +C X +C X +-+C_ X
C.S.r
a, x,ta, Xt X tea X, 52=b1
a,, X, 1A, X, ha, X, tea,, X, <2=b,

22722
B s Feer i
<>=
aml Xm1+am2 Xm2+am3 xm3+ amn xmn - bm

X, 20 Para i=l....m;j=1...... n

Conceptualizacion y equivalencias

El término Cij es el coeficiente de contribucién, es decir mide el aporte de las
variables a la optimizacion de la funcion.

Por su parte, el término a, coeficiente técnico es un valor estandarizado de
acuerdo con un estudio de tiempo y movimientos, que indica lo requerido por
la variable, seguin la disponibilidad de recursos. Ello se puede expresar como la
cantidad de recurso j que se necesita por cada unidad de la actividad i.

Elb, significa la cantidad de recursos con que se cuenta para resolver el problema.

Mientras que la X; es la cantidad de unidades de la actividad i obtenida del
recurso j.

Solucidn factible. Es aquella solucién que satisface las condiciones limitan-
tes de los recursos.

Solucidn factible basica. Es la que se posee con no mas de m componentes
positivos.

Solucién basica factible degenerada. Es el caso cuando hay menos de m com-
ponentes positivos de las variables X; ello quiere decir que en el area de solu-
cién existe un valor cero.

Region de factibilidad. Es el conjunto de todas las posibles soluciones factibles.

Convexidad. Cuando existe una solucion factible, hay una regién convexa. Una
region es convexa, si un plano es convexo; un subconjunto del plano es con-
vexo; si para cada par de puntos A, B los puntos contienen todo el segmento
rectilineo que los conecta.
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Ejemplo de un area convexa

A—B—

Figura 6. Plano convexo
Fuente: Elaboracién Propia

m n
Max o Min f(z)=z ZCij X;

i=1 j=1

Ejemplo de un area no convexa

Figura 7. Plano no convexo
Fuente: Elaboracion Propia

Un ejemplo de una region convexa en tres dimensiones es una esfera (poliedro
convexo).

La parte comun de dos regiones convexas es también una region convexa, la
siguiente figura nos determina esta situacion.



I Rodrigo Pérez Peiia

Figura 8. Plano de regiones convexas
Fuente: Elaboracién propia

Si se escoge un punto arbitrario M que no pertenezca a un poligono convexo
dado, siempre podemos hallar una recta PQ tal que el punto M y el poligono se
encuentran en lados opuestos de ella.

Figura 9. Punto fuera del plano no convexo
Fuente: Elaboracion Propia

Dado un poligono convexo puede trazarse cualquier nimero de rectas tales
que cada una tiene por lo menos un punto en comun con el poligono y son
llamados “Rectas de Apoyo”

En el punto P se habla de “Plano de apoyo”.

Es util pensar que el problema del modelo lineal mediante la programacion
lineal se puede representar en un espacio de n - dimensiones. La region de
soluciones factible es una regién convexa o conjunto convexo, con esquinas o
puntos extremos y si existe una solucidén dptima, es un punto de donde se halle.
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En lo relacionado a las equivalencias tenemos:

n
Max o Min f(x)=z Cj X;
=1
C.S.R.

n
Za. x<b.
] J
71
x=0 paraj=1....n

El signo de la desigualdad en las restricciones puede ser de la forma menor
igual o mayor igual o igual, segun las limitaciones de los recursos.

a. Sisevaamaximizar CX, es equivalente a minimizar -CX
b. Sisevaaminimizar CX, es equivalente a maximizar -CX
c. Ladesigualdad AX <=b, es equivalente a-AX>=-b
d. Ladesigualdad AX>=b, es equivalentea - AX<=-b

Cuando el valor de la funcién objetivo “Z” es finita significa que al menos una
esquina de la region factible fue 6ptima. Si la solucién 6ptima no fue Unica,
hay puntos que no son esquinas y fueron éptimos.

Importancia de la formulacion

La formulacion es quizas la actividad mas importante en la solucidn de un pro-
blema de lineal, ya que al no contarse con un modelo bien definido en su for-
mulacion no hay solucién factible ni 6ptima del problema. Es necesario realizar
un andlisis riguroso del problema a resolver para identificar las variables que
se requieren optimizar, y no correr el riesgo de resolver un modelo infactible.

Caracteristicas del modelo lineal

En la formulacion de un modelo lineal, se debe tener en cuenta lo siguiente:

1. Lacondicién de linealidad; es decir no se deben considerar las siguientes
expresiones; X X; a°X; X,*a ; Log X,.

2. Nose aceptan expresiones en restricciones X< 0;esdecir, tenervalores de
variables negativas.

3. No contar con limitaciones de recursos negativos (-b)
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492

4.

10.

La funcién objetivo (F.0) que tenga la expresién Max z = -X -2X, se puede
multiplicar por (-1), dando como resultado Min z= X + 2X,

El modelo asume algunas propiedades de aditivas y multiplicativas:

a. Siel producto A necesita 1 hora de la actividad 1y el producto B 1.5
horas de la actividad 1, ambas necesitan 2.5 unidades.

b. Siunaunidad del producto 1 necesita 3 horas; 6 necesitan 18 horas

Cuando se hable de m restricciones no se incluye la condicién de no
negatividad.

La variable X, puede ser no entera, por ejemplo 5.3 unidades

Un conjunto de variables X, que cumpla las m restricciones es una posible
solucion al problema.

Sitodas las variables sin Xj >0 es una solucién factible.

Sitodas las variables de la solucién factible optimizan la F.O es una solucién
factible dptima.

APITULO
111




Formulacion de Casos

n el presente capitulo se plantearan varios casos

relacionados con problemas de las empresas, or-

ganizaciones, negocios y financieros, de tal manera

que se logre el entendimiento de como aplicarse los
diferentes pasos para lograr un buen modelo y se pueda re-
solver cualquiera de los modelos lineales.

Caso 1

La empresa Babilonia produce tres variedades de pro-
ductos para comercializarlos en el mercado nacional, la
demanda actual del mercado es de 20000 unidades. Para
producir una unidad del producto 1, se requieren cuatro
unidades de materia primay seis de insumos; para producir
una unidad del producto 2, se requieren tres unidades de
materia primay siete de insumo, para producir una unidad
del producto 3 se requieren cinco unidades de materia pri-
may cuatro de insumos; la disponibilidad de materia prima
en el mercado es de 30000 unidadesy de insumo 54000 uni-
dades. Ademas, los productos requieren para su produc-
cion, 60, 45 y 53 horas de mano de obra, respectivamente,
y cuenta con una disponibilidad total de 4500 horas. Si los
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productos se venden a $ 250 pesos por unidad del producto 1, $ 310 pesos por
unidad del producto 2,y $ 270 pesos por unidad del producto 3.

;Determine cuantas unidades deben producirse de cada producto?, y ;cudnto
serian sus ingresos totales? Formule un problemay aplique las técnicas de los
modelos lineales para encontrar una solucién 6ptima.

Solucidn:
*  Primer paso:
Definir la variable de decision
X, = Cantidad de unidades a producir del producto 1 (u)
X, = Cantidad de unidades a producir del producto 2 (u)
X, = Cantidad de unidades a producir del producto 3 (u)
»  Segundo Paso:
Definir la Funcidn Objetivo
Maximizar | =250 $/u*X (u) + 310 $/u*X,(u) + 270 $/uX,(u)
« Tercer Paso:
Definir las Restricciones
Materia Prima: 4 (u.m.p) /u*X (u) + 3 (u.m.p) /u*X (u) + 5 (u.m.p) /u*X,(u) <
30000 u.m.p
Insumos: 6 u.ins/u*X, (u) + 7 u.ins/u*X,(u) + 4 u.ins/u*X,(u) < 54000 u.ins
Mano Obra: 60 h/u*X,(u) +45 h/u*X (u) + 53 h/u*X,(u) < 4500 h
« Cuarto Paso:
Condicién no negatividad X, =0 para todoj=1...... n

Modelo Matematico

Max I,=250X +310X,+270X,
C.SR.
4X + 3X,+5X,<30000
6X +TX,+4X,<54000
60X, +45X,+53X,<4500
X, X,,X,20

Caso 2

Un banco de nuestro medio actualmente esta analizando cual puede ser su
estrategia comercial en créditos para el proximo semestre. Para ello destina
un monto de $ 20.000.000. Dentro de sus condiciones estéd obligada a prestar
su servicio sin exclusividad de clientes e igualmente dar créditos a sus clientes.
La tabla siguiente sefiala las lineas de crédito, tasa de interés a cobrar (E. T),
cartera irrecuperable, es decir que los clientes dejen de cancelar su obligacion
con el crédito dado. La tasa de interés a cobrar es mensual.
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El mercado competitivo con otros bancos, le indican que debe asignar el 45 %
del monto destinado para créditos para la linea industrial y comercial; y para
vivienda al menos un 45 % de los préstamos personales de actividad agricola.
El banco considera que dentro de su politica de pagos de dificil cobro no puede
ser de mas de un 3.5%. Se supone que el cliente que no paga, es cartera de difi-
cil cobro, y por lo tanto no se reciben intereses. ;Qué sugeriria a las directivas?
Formule un modelo de problema de programacion lineal.

Tabla Ill-1 Informacién Béasica

Industrial 35 4
Comercial 3.0
Vivienda 2.5 2
Personales 4.0 12
Agricola 2.0 6

Solucién:
« Primer Paso:

Definimos la variable de decisidn

X, = Cantidad de Dinero ($) destinado a crédito Industrial ()
X, = Cantidad de Dinero ($) destinado a crédito Comercial (S)
X, = Cantidad de Dinero ($) destinado a crédito Vivienda ($)
X, = Cantidad de Dinero ($) destinado a crédito personal ()
X, = Cantidad de Dinero ($) destinado a crédito Agricola ($)

» Segundo Paso:
Definimos la funcidn objetivo

Donde R. Neto = Rendimiento neto
Maximizar R. Neto = 0.1087*(.96X, ($)) +0.0927%(0.97X, ($)) + 0.0769*(0.98X,
(%)
0.1249%(0.88X, ($)) + 0.0612*(0.94X, ($))
En una forma simplificada

Max RN=0.1044X_ ($) + 0.0899X, ($) + 0.0754X, ($) +0.1099X, ($) + 0.0575X, ($)

» Tercer paso:

Definimos las restricciones
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Monto destinado a crédito
X,(8) +X,($) + X,($) +X,($) + X,($) < $20.000.000
Monto destinado a créditos industrial y comercial
X,($) +X,($) < 0.45%($) 20.000.000
Es decir:
X,($) +X,($) < $ 9.000.000
Monto préstamos vivienda
X,(8) = 0.45%(X ($) + X,($) + X,($))
Es decir:
-0.45X, ($) - 0.45X, ($) +0.55X, ($) > 0
Limite cartera dificil cobro

0.04X_ ($) +0.03X, ($) +0.02X, ($) +0.12X, ($) + 0.06X, ($)< 0.035*(X_ ($) + X
(8) + X, (8) + X, () +X,($))

2

Es decir
0.005X, ($) - 0.005X, ($) - 0.015X, ($) + 0.085X, ($) +0.025X_ ($) <0

e Cuarto paso:
Definir la condicidon de no negatividad

Restriccidn de no negatividad

Xpp X0 X5 X X =0

« Quinto paso:
Definir el modelo matematico

Maximizar R. Neto = 0.1044X, +0.0899X, + 0.0754X, + 0.1099X, + 0.0575X,
C.S.R.
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X, + X, +X, +X, +X_< 20.000.000
X, +X, < 9.000.000
0.45X, - 0.45X, + 0.55X, > 0
0.005X, - 0.005X, - 0.015X, + 0.085X, + 0.025X, < 0
X, X, X, X X, >0

1 2

Caso 3

Una persona se gana un baloto de $ 100 millones de pesos y le recomiendan
sus amigos que los invierta en dos tipos de acciones de la bolsa de valores de
Colombia, acciones Ay acciones B, las acciones A tienen menor riesgo y pro-
ducen un beneficio del 6 %, las acciones B, tienen un mayor riesgo y producen
un beneficio del 9 %. Sus amigos, después de varias deliberaciones, le reco-
mendaron varias formas de como realizar la inversion. Teniendo en cuenta las
recomendaciones, optd por lo siguiente: Invertir como maximo $ 50 millones
de pesos, en la compra de acciones By por lo menos $ 20 millones de pesos,
en acciones A. Ademas, decide que lo invertido en B sea por lo menosigual a lo
invertido en A. ;Como deberia invertir los $100 millones de pesos de tal manera
que su beneficio sea el maximo?

Solucidn:
« Primer paso:
Definir las variables de decision
X, = Cantidad de dinero a invertir en la accién A ($)
X, = Cantidad de dinero a invertir en la accién B ($)
» Segundo paso:
Maximizar B =0.06*X,($) + 0.09*X,($)
« Tercer Paso:
Definir las restricciones

Restriccion de presupuesto de inversion

X, (($) +X,($) <= 100 ($) millones
Restriccion de monto de la inversidn en accion A
X, <=20 ($) millones
Restriccidon de monto de la inversidn en accion B

X, <=50 ($) millones
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Restriccion de proporcionalidad
X,($) >= X, ($)

« Cuarto paso:

Condicidn de no negatividad
X,>= 0 para todoi=1...mytodoj=1......

» Quinto paso:

Definir modelo matematico

Maximizar Beneficio = 0.06X, +0.09X,
C.S.R
X, +X, <100
X, =20
X, <50
X, +X,=0
X,X,>0



CAPITULC
1V

n la investigacion de operaciones se cuenta con di-
ferentes métodos para determinar una solucién ép-
tima, cada método cuenta a su vez con un modelo
matematico que lo sustenta.

Método Grafico

Se presenta cuando hay solamente problemas de dos va-
riables, la solucién puede hallarse graficamente. (También
puede usarse este método cuando hay tres variables, pero
su solucion es mas compleja).

Pasos Para Su Solucion

a.

Convertir las desigualdades en igualdades, reempla-
zando los signos <, > por el signo =; este cambio ge-
nera lineas rectas.

Tabular cada restriccion de acuerdo con las técnicas
de las matematicas, para hallar los puntos de corte en

el plano cartesiano P(X , X,).

Representar los puntos hallados en el plano P(X , X)),
en el primer cuadrante, donde se generan las areas po-
sitivas de soluciones factibles de acuerdo con la condi-
cion de no negatividad.

Graficar las restricciones convertidas en ecuaciones de
linea recta en el plano P(X,, X,), utilizando flechas en
cada restriccion para ver el sentido de estas y deter-
minar la region que debe considerarse como parte del
espacio de solucién.

Determinar el area de soluciones factibles, o poligo-
no de solucidn factible. Que debe ser igual al area co-
mun resultante de representar las restricciones en el
plano P(X , X.).

12
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f.  Escoger como solucidn dptima el vértice del espacio de soluciones factible « Tercer Paso:
que maximice o minimice la funcidn objetivo. Determinar los valores de las Representar en el plano P(x., x.)
variables. v
N
Ejemplo 1 X,
Dado el siguiente modelo matematico:
5
Max z =5x_ +3X,
C.S.R.
3x, +5x, <15 4
5x,2x, <10
X,X, =0

Determinar una solucion éptima, para una de las variables.
Solucién Manual:
«  Primer Paso: 9

Transformar las restricciones en igualdades como sigue:

Restriccion1 ~ 3x,+5x,<15 3x,+5x,=15 !
Restriccion2  5x,+2x, <10 5x, +2x,=10
0 5 X
« Segundo Paso:
Se realiza la tabulacién restriccién 1 Grafica 1 Area de soluciones factible
3x,+5x,=15 ¢ Cuarto Paso:
Hallar los vértices desconocidos
X 0 3 Para ello, mediante el sistema de igualacion, eliminamos una variable como sigue:
X, 3 0
3x, +5x,=15
Se realiza la tabulacion restriccion 2 5x, +2x,=10
5x,+2x,=10 Para igualar una variable multiplicamos la restriccion 1 por 5y la restriccion 2
por (-3), obteniendo:
X, 0 2
X, 5 0 15x, +25x,=75

-15x, - 6x, =-30
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0 19x,=45 Despejando x, =2.36

Reemplazamos en la primera restriccion para buscar el valor de la variable x,
como sigue.

3x,+5(2.36) =15 3x,+11.8=15 x, = 1.05

Por lo cual, el punto de corte desconocido es de coordenadas p (1.05, 2.37)
« Quinto Paso:

Buscamos el vértice éptimo del area de soluciones factible, para ello reempla-
zamos los valores de cada vértice en la funcion objetivo:

Max z = 5x + 3x,

Solucion factible en el vértice p (0, 0); Max Z=5(0) +3(0) =0
Solucidn factible en el vértice p (0, 3); Max Z=5(0) +3(3) =9
Solucidn factible en el vértice p (1.05, 2.37); Max Z = 5(1.05) + 3(2.37) =12.37 *
Solucion factible en el vértice p (2, 0); Max Z =5(2) + 3(0) = 10

Como se esta maximizando, se selecciona el mayor valor de estos; obteniendo
como solucién éptima que X *=1.05y X,*=2.37y 7*=12.37

Otra forma es aplicando un software, tal como WinQSB, el cual dara una so-
lucién grafica del problema. Por otro lado, Excel también cuenta con la herra-
mienta Solver, sin embargo, esta no ofrece solucion grafica.

Utilizando el software del WinQSB tendriamos la siguiente solucion:

Constraint

— Objective
Function

m—fesible
Area

Gréfico 2. Area de solucion factible
Fuente. Software WinQSB
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Donde podemos observar el area de soluciones factible sombreada de color
rojizo y el vértice de solucién éptima como un punto blanco, la linea roja es
una paralela al area de soluciones factible, que demarca el punto 6ptimo al
tocarlo de primero.

Como se observa, la solucion esigual a la que se obtiene al hacerlo de manera
manual.

Método Simplex

Otro de los modelos que tiene la investigacion de operaciones deterministica
en la parte de la programacion lineal es el método simplex, que sirve para so-
lucionar problemas que tengan dos o mas variables de decision.

Al considerar problemas que tengan varias variables de decision, sus calculos
matematicos son mas complejos, para obtener una solucién factible 6ptima.
Se tiene que la solucién 6ptima de un determinado problema se halla en uno
de los puntos extremos del poligono de soluciones factible, esto nos indica
que cada vértice del poligono es una solucién factible basica. Con el método
simplex podemos recorrer todos los vértices del poligono de soluciones facti-
ble si es el caso, hasta encontrar el vértice que contiene la solucion 6ptima del
problema, como se puede observar en la figura 10.

s Vértice 2

Recorrido
v

Vértice 1
.

Figura 10. Poligono de soluciones factible
Fuente: elaboracion propia

En cada vértice se encontrara una solucion, llamadas soluciones factibles ba-
sicas. Al realizar el recorrido entre cada vértice, se puede ahorrar tiempo y tra-
bajo. Si se utilizara el método grafico para este tipo de problemas, por tratarse
de variables multiples el procedimiento seria en exceso complejo y en algunos
puntos imposible. Sin embargo, el Método Simplex lo realiza a través de ecua-
ciones de procedimiento algebraicos.

El recorrido entre vértices se llama “iteracion”, y a partir de este movimiento
las variables y la funcion se transforman y se obtienen nuevos valores para el
vértice siguiente, esos nuevos valores son la solucion factible basica.
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Para realizar el recorrido el modelo matematico del problema debe sufrir varia-
ciones, ya que esta formado por inecuaciones en vez de ecuaciones, las cuales
son muy dificiles de tratar en el algebra. Para ello, el Método Simplex se vale
de algunos cambios que se realizan en las inecuaciones como es el caso de
cambiar las desigualdades en igualdades cuando estas son menores o iguales,
agregando una variable llamada de “holgura” (X,) o de relleno. Si la desigual-
dad es mayor igual se cambia a través de agregar una variable de holgura en
forma negativa y una “variable de superavit” llamada también “variable artifi-
cial” en forma positiva; el procedimiento es el siguiente.

Consideremos el siguiente caso; se tiene una restriccion como sigue:

X, +X,+X, <20

(Cémo poder llevar esta inecuacién a una ecuacién?

Para ello, primero agregamos una variable de holgura:
X, +X,+X,+X,=20
Donde xH es la variable de holgura. Esta ecuacidn equivale a:
X, +X,+X,< 20
Donde se destruye la desigualdad por una igualdad y se trabaja como una

ecuacion lineal.

Si la desigualdad de la restriccion original es de forma x, = 0, el procedimiento
para destruir la desigualdad seria el siguiente:

X, +X,+X,>20
Multiplicamos por menos uno (-1) la restriccion, obteniendo:
-X,-X,-X,<-20

Agregamos una variable de holgura y restamos una artificial para destruir la
desigualdad y la negatividad del valor bi, dando como resultado:

-X,-X,- X, +X,-X,=-20
Multiplicamos por (-1) nuevamente la ecuacion resultante, asi:

X+ X, + X, - X, +X,=20
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Donde podemos observar que para este caso se resta una variable de holgura
y se suma una artificial, con ello se subsana el problema de la desigualdad
mayor igual.

{Qué pasa con la funcién objetivo?

En el caso de la desigualdad menor igual, la funcidn sera:
Max. z=5x, +9x,
Asi, con la variable de holgura seria:
Max. z =5x_ +9x, + 8X, +0X,

Donde la variable de holgura seria positiva de coeficiente igual a cero, indican-
do que su aporte es cero a la optimizacion de la funcién.

En el caso de la desigualdad mayor igual maximizando la funcién objeto,
se tendria:

Max. z = 5x, +9x, + 8X, + 0X, - MX,
Si es minimizando:
Min. z =5x, +9x, + 8X, + 0X, + MX,

Donde a la variable artificial se le agrega como coeficiente un valor de “M” y la
“M” significa un valor muy grande.

Un problema por el método simplex, tiene dos maneras de solucionarse; el mé-
todo algebraico y el método de simplex; este ultimo se puede realizar a su vez
de dos formas por eliminacion de Gauss o por el método de la tabla de simplex.

Si hay m ecuaciones con n variables (n = m); una solucidn basica se obtiene
haciendo iguales a cero n + m de las variables, resolviendo para m variables
que quedan (m ecuaciones, n variables) son no negativas (= 0). Una solucion
basica factible no degenerada, es una solucién basica con las cuales todas las
n variables son positivas, es decir son (= 0). Las n variables se conocen como
variables basicas en la base o variables, mientras que las n + m variables que
quedan se conocen como no basicas y son iguales a cero.

Complicaciones del Método simplex
Supongamos el siguiente modelo matematico:

Max. z=12x, + 14x,
C.S.R.
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X1<20
X,<18
4X +5X, <32
X, X,>0

17—

Caso I. Minimizacién en la funcién objetivo:

Multiplicar por menos uno (-1)
Min. Z =-5x, - 9x,
Es equivalente a
(-) Max. z=5x, +9x,

a. Sila funcién es minimizar se multiplica por menos uno (-1) y se trabaja
como si estuviera maximizando.

Caso Il. Desigualdad en ambas direcciones
Es decir, la restriccidn es de la forma (=) en vez de (<)

Dada la siguiente restriccion

4x +3x,221
Se multiplica por (-1); su equivalente es
-4x,-3x,<-21

Caso llIl. Si los bi son negativos.

El problema aqui es que el lado derecho de la inecuacion, es decir que el bi es
el valor de la variable basica de esa inecuacion. Si es negativo, se viola la con-
dicion de no negatividad, ello implica que es una solucion degenerada, un caso
mas comun es hacer lo mismo como si fuera mayor igual.

1. Escoger otra variable diferente a las variables de holgura para usarse como
variable basica (ello implica mucho mas célculo algebraico, y mucho mas
tanteo y error para hallar la solucién factible, basica no degenerada).

2. Introducir una variable de holgura y una artificial, este artificio tiene como
nombre, Método del Gran M.

Supongamos

4x1+3x2 =21
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Su equivalente es
-4x,-3x X, +X,=21

Alintroducir las variables x y x, se ha eliminado la restriccion, ya que el tér-
mino (-x,, +x,) puede asumir cualquier valor; sin embargo, podemos asegurar
que el valor de xA al final es cero. En la funcidn se tendria el siguiente cambio;
supongamos que la funcién objetivo es Max Z=5x +6x,

Su equivalente es

Max Z=5xl+6x2-MxA

Caso IV. Cuando hay una restriccién con signo igual:

Esta situacion se resuelve descomponiendo en dos restricciones comparables
con signos desiguales asi.

4X, +5x,=32
4X, +5x, < 32
4X, +5x, > 32

a. Donde las dos Ultimas son equivalentes a la primera.

b. También se puede hacer eliminando laigualdad, se despeja unavariabley
reemplaza en las otras restricciones, simplificando el problema.

Al descomponer en dos restricciones la igualdad se tiene una restriccién me-
nos igual que se resuelve como el caso uno; y la otra restriccion es de signo
mayor igual, que se resuelve como el caso tres.

CASO V. Variables sin restricciones en signo

Supongamos que la variable xj no esta restringida a la condiciéon mayorigual a
cero, situacion que se resuelve asi:

Supongamos x, no restringida en signo se reemplaza por (y, - w,) donde (y, -
w,) 20 y se sustituye en el modelo original el valor de la x,.

Supongamos,

Modelo original

Max Z =3x +2x,
C.S.I.
6x,+2x,<12
4x,+3x,520
X, no restringida en signo,x, =0
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Modelo reemplazando la variable restringida en signo Xy X, e X,
Se reemplaza la variable x, por (y -w,) o Xy e X
Matriz de las variables de decision.
Max Z =3(y,-w )+2x,
C.S.I. y y y
6(y,-w,)+2x,<12 | X Xy e X
4(y,-w,)+3x, =20 Ca, a, ... a, ]|
Y, sW.,X, 20 a, A, ... A,
Matriz de coeficientes técnicos.
Tabla del Simplex
La estructura de la tabla del simplex es la siguiente.
a, a., ... a_
0 1 ... 0 Matriz de identidad de las variables de holgura.
C, b, X\ | X a/b
| 0 0 1 ]
. b, a, | a, b,/a,, ‘ ' ‘
Vector fila para seleccionar la variable que
C2B bz Ay | e A bZ/aZn [Zl - C1 Zz h Cz """" Zn _Cn entra a la base.
............. " b, ]
. b, a | a_. b _/a_. a,,
z, Z-C, Z-C, b,
a . .
En forma matricial, esta tabla del simplex quedaria 2 Vector para seleccionar la variable que sale de la base.
[C,C,.............C ] Vector fila de coeficiente de contribucién.
[X, X,-eeeeoeeeenX ] Vector fila de variables de decision. b,,
a
]
- Regla para cambiar las variables (vectores) de la base
Vector columna de las variables basicas en la base. 1. Lavariable (no bésica) que entra a la base
Calculez, - ¢, =min (zJ. - cj) ;2,-¢,<0, luego x, entra a la base.
C. 2. Lavariable (basica) que sale de la base
L. nB _
b
~ b ] Calcule 5™ =min(;™)dondea >0
1 mn mn
2 e I3 .
Vector de la disponibilidad de recursos. Solucién del Método SImplex
Normalmente se utiliza para la solucién del método simplex, la eliminacion de
Gaussy el de la tabla del simplex.
b
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Para este caso se utilizara la tabla del simplex, con este procedimiento se traba-
ja con los coeficientes tanto de la funcion objetivo como las restricciones.

Supongamos el siguiente ejercicio:

Max Z = 10X, + 6X,
C.S.R
4x +3X,<17
6X, +2X, < 12
X, X, >0

1 =

Se plantea el modelo matematico para llevarlo a la tabla de simplex, trans-
formando las inecuaciones en ecuaciones agregando las variables de holgura
igual forma su funcién objetivo como sigue:
Max Z = 10X, + 6X, +0X, + OX,
4X, +3X,+X,=17
6X, +2X,+X, =12

Unavez transformado el problema en ecuaciones, construimos la tabla del simplex.

Inicialmente se llevan los datos iniciales del problema a la tabla como apa-
recen a continuacion.

[teracion Inicial

C, X | B X | X | X | x |ba
X, |17 4 1 0 17/4| 425
X, 12& 2 0 1 126 —
z | o 6 0 o0
‘ Zl_,gl ‘ Z,;C, ‘ Z;:C, ‘ Z;:C, ‘

En la primera fila aparecen los coeficientes de las variables en la funcidn objetivo.

En la segunda fila, la identificacion de cada columna segln funcionalidad
como sigue:

Columna 1, los coeficientes de las variables basicas en la base.

Columna 2, las variables basicas iniciales, en nuestro caso son las variables de
holgura.

Columna 3, los valores de los términos independientes de cada restriccién.
Columna 4, los coeficientes de la primera variable en las restricciones.

Columna 5, los coeficientes de la segunda variable en las restricciones.
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Columna 6, los coeficientes de la tercera variable en las restricciones.
Columna 7, los coeficientes de la cuarta variable en las restricciones.

En la dltima columna de la division entre el término independiente de las res-
tricciones y el coeficiente técnico de la variable seleccionada que entra a la
basey la que deja de ser basica.

La ultimafila son los (z- ¢), que nos indica cual variable entra a la base y se vuel-
ve basica. A partir de la tabla inicial anterior, se puede decir que Z,-C, correspon-
de ala primera variable, se calcula Z, = 0*4 + 0*6 = 0; C, = 10; luego Z,-C, = (0-10)
=-10 (que aparece con color azul); y asi se estiman las otras variables, de ellas se
selecciona la mas negativa, que se convierte en basica. Ahora seleccionamos la
variable que sale de la base, para ello la columna de los (b/a) como sigue.

Dividimos el valor de b, por el coeficiente técnico de la variable seleccionada
entrar a la base (17/4), de igual forma para la restriccién dos (12/6), los resulta-
dos obtenidos son (4.25; 2.0), de estos resultados se selecciona la menor posi-
tiva, que aparece con color verde, las flechas indican cudl entra y cudl sale, el
cruce de las dos en la matriz de coeficientes técnico se llama elemento pivote
que aparece con color naranja. Cada recorrido entre vértices del poligono de
area de soluciones factible se llama “iteracién”. Una vez realizado el proceso
de cudl variable entra y cudl sale, se procede a realizar la primera iteracion,
que dara los siguientes resultados.

Iteracion 1
CB XB b X1 X2 X3 X4 b/a
0 X3 9 0 q7 -2/3 9/5/3 5.4 7
10 X1 2 1 1/3 0 1/6 2/1/3 6.0
Z | 20 0 -8/3 0 5/3
Zl—C1 ZZ}%@ Z3—C3 Z4—C4

Para llevar a cabo esta iteracion, se realiza el siguiente procedimiento mate-
matico. La fila donde esta el elemento pivote en la tabla anterior se divide por
el nuevo valor del elemento pivote.

Las otras posiciones de la nueva tabla se calculan asi:

El nuevo valor de la posicién de la celda bi de la variable X, en labase es 9 y se
calcula asi b, =17 - ((12*4) / 6) = 9 en la tabla anterior, esta el triangulito que
se debe formar para realizar el calculo, asi se hace con todas las posiciones
vacias, el triangulito se desdobla y el calcula de la nueva posicién de X, en la
primera fila de la matriz de coeficientes técnicos que corresponde a la primera
restriccion, obteniendo como resultado, 3 =3 - ((4*2) / 6) = 5/3, siempre divi-
diendo por el elemento pivote, es decir al realizar un nuevo calculo de nuevas
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posiciones se divide por el elemento pivote, la nueva posicién de X, en la matriz
de coeficientes técnicos serd 0= ((4*1) / 6) =- 2/3.

Las posiciones de X, y X, que estan en la base forman la matriz de identidad, por
lo cual agregamos uno 'y cero, seguin la restriccion a que correspondan; en la ma-
triz de la tabla del simplex, la primera fila de la matriz de coeficientes técnicos
corresponde a la primera restriccion, la segunda fila a la segunda restriccion y asi
sucesivamente dependiendo del nimero de restricciones que tenga el problema.

Vamos a la nueva tabla del simplex, calculamos todos los (z - ¢), para ver si existen
valores negativos entre estos. Asi se obtiene que la variable X, es negativa, luego
esta entra a la base a ser basica; ahora buscamos cual sale, obteniéndose que X,
es la menor positiva, luego sale de la base. El nuevo elemento pivote es 5/3, una
vez estimado quién sale y cudl entra de la base; calculamos la segunda iteracién:

[teracion 2

(@]
>
o)
>
>

X X b/a

B B 1 2 3 4
6 X | 54| 0 1 3/5 | -2/5
10 | X, | 02 1 0 | -1/5 | 3/10

Z 344 0 0 1.6 | 06

z-C | zC, | z,.C, | Z,C,

171 2 "2

Si fuéramos a calcular el nuevo valor de X4 en la segunda restriccion de la ma-
triz de los coeficientes técnicos de la segunda iteracion seria:
1/6=1/6-((1/3*(-2/3)) / 5/3) =-2/5 como aparece en la nueva tabla.

Al calcular todos los (z - ¢), vemos que todos son positivos, luego hemos llegado
a la solucién 6ptima del problema. Por lo cual, la solucidn seria la siguiente:

X *=0.2
X,*=5.4
z*=34.4

Las otras variables X, y X, son iguales a cero; la razon, estan fuera de la base de
las variables basicas de la tabla del simplex y no participan de la solucidn, su
contribucidn a la funcidn objetivo es cero.

La interpretacion econémico-financiera de estos resultados de la solucidn épti-
ma depende del tipo de problema que estemos analizando.

Sin embargo, para nuestro ejemplo; supondremos que estamos buscando maximi-
zar las ventas de dos productos; que requieren de materia prima e insumos para su
elaboracidn; entonces nuestro analisis e interpretacion de los resultados es:
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Con respecto a la funcién objetivo, se tiene que los precios de venta de cada
producto son, $ 10y $ 6 pesos.

Max Z=10X, + 6X,

Luego los ingresos totales por ventas totales son iguales a $/u 10*0.2 (u) +
$/u 6*5.4 (u) = $34.4

Significa ello que para lograr unos ingresos totales de $ 34.4 pesos se deben
vender 0.2 unidades del producto uno y 5.4 unidades del producto dos, de
acuerdo al resultado obtenido por el método simplex; pero si estuviéramos
hablando de productos como pan alifiado y pan francés; no podemos decir
que se va producir 0.2 unidades de pan alifiado, aproximamos a la unidad
mas inmediata, por encima o por debajo tomando como referencia el punto
medio, es decir, 0 unidades de pan alifiado y 5 unidades de pan francés luego
nuestros ingresos son $30.0 pesos.

Si estuviéramos hablando de unos productos, como oro galo y oro puro, en-
tonces nuestros ingresos seran de $34.4, ya que el oro se puede vender por
onzas,y 0.2 onzas a $ 10 cada onza, el valor de esa venta seria $ 2.

Luego se hace el analisis del uso de los recursos, para ello se toma cada res-
triccion tal cual se obtuvo la solucidn 6ptima y suponemos que la primera es
la restriccion de materia prima y la segunda es la restriccion de insumos y se
analiza de la siguiente forma:

Restriccion de materia prima
4X, +3X,< 17
4*0.2+3*5.4<17
0.8+16.2 <17

17 < 17 en cuanto a la materia prima se usé toda la disponible
Restriccion de Insumos

6X, +2X,< 12
6*0.2+2*5.4<12
12+10.8<12
12 < 12 significa que se utilizaron todos los insumos disponibles.

Si por ejemplo, el resultado hubiese dado

10<12

Quiere decir que sobraron dos unidades de insumos disponibles que se pue-
den emplear en otra actividad.

Si se utilizara el software del WinQSB, tendriamos la siguiente tabla de resultados.
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Tabla 2 Solucion final WinQSB

X 0,2000 10 2 0 Basica 8 18
X 5,4000 6 32,4 0 Basica 3,333 7,5
Funcion Objetivo | maximizar 34,4
. Minimo Maximo
Restriccion IquL?i:cr)do Direccidn D;feiio Necesidad Sz::;; permisible | Permisible

RHS RHS

17 <= 17 0 1,6 8 18
12 <= 12 0 0,6 11,33 25,5

Fuente. Elaboracion Propia

Donde la primera parte serian las incidencias resultantes en la funcién objetivo
y la segunda parte las incidencias en las restricciones.

El andlisis interpretativo de la primera parte de la tabla en relacién con la fun-
cion objetivo, se interpretaria asi:

La primera columna significa variables de decision. En nuestro ejemplo son
las variables X, y X...

La segunda columna son los valores dptimos de las variables. Es decir, el pti-
mode X, =0.2y X,* = 5.4 unidades.

La tercera columna seria el costo o precio unitario de cada variable. Es nuestro
precio de venta X =10y X,=6 pesos.

En la cuarta columna tenemos la contribucién de cada variable a la optimiza-
cién de la funcién objetivo. Contribucién total de la variable X, =10%0.2 = 2 pe-
sos; contribucién total de la variable X, = 6*5.4 = 32.4 pesos.

La quinta columna, sera la de costo reducido. Para el caso de este problema, se
observa que no hay reduccion de costos.

La sexta columna son las variables basicas. Significa que las variables que es-
tamos analizando son las que terminaron como basicas en la Gltima tabla de la
solucién simplex.

La séptima columna, lo minimo permisible del coeficiente de contribucion de
la variable en la funcidn objetivo. Muestra en cuanto puedo disminuir el precio
de venta de la variable X, en nuestro caso hasta 8 pesos se puede disminuir.

La octava columna, lo maximo permisible del coeficiente de contribucion de
la variable en la funcidn objetivo. Indica en cudnto puedo aumentar el precio
de venta de la variable X, en nuestro caso hasta 18 pesos se puede aumentar.

Capitulo IV

La misma interpretacion se realiza para la variable X, y como dltimo el valor
total de la funcién objetivo.

Por ultimo, tenemos el valor de la funcién objetivo 6ptimo el cual es la suma
de las dos contribuciones de cada variable, que es igual a 34.4.

En cuanto a las incidencias de las restricciones, tenemos lo siguiente:
La primera columna significa restricciones: restriccion 1y restriccion 2

La segunda columna es el lado izquierdo. Es el rango menor que puede mover
el recurso de la restriccidn, en nuestro caso es 17 lo minimo que se debe tener
disponible para la produccién de ese recurso.

La tercera columna es <, =, =; direccidon de la restriccidn, es decir cdmo se
mueve ese recurso.

La cuarta columna lado derecho. Es el rango mayor que puede mover el re-
curso de la restriccion, en nuestro caso es 17 lo maximo que se debe tener
disponible para la produccién de ese recurso.

La quinta columna es la holgura o excedente de la restriccion. Significa si sobra
o faltan recursos disponibles.

La sexta columna precio-sombra. Da el valor de en cuanto se podria vender
una unidad adicional que se produzca con ese recurso.

La séptima columna lo minimo permisible de la disponibilidad de recurso de
la restriccién. Muestra en cuanto puedo disminuir el recurso b, en nuestro
caso hasta 8 unidades se puede disminuir.

La octava columna lo maximo permisible de la disponibilidad de recurso de la
restriccion significa en cudnto puedo aumentar el recurso b , en nuestro caso
hasta 18 unidades se puede aumentar la disponibilidad de recursos.

La misma interpretacion se realiza para la variable X,.

Método del Gran M

Este método es una solucién a los casos de las restricciones mayor igual, cuan-
do se va a optimizar la funcidn objetivo, ya sea maximizando o minimizando.

Caso maximizando.

Supongamos el siguiente modelo matematico de un problema determinado:

Max z = 12X +9X,
C.S.R
8X, +7X, < 54
9X, +5X, > 36
X, X, >0
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Llevamos el problema para resolverlo por el método de la tabla del simplex; asi,
transformamos las desigualdades en igualdades.

8X, +7X,+X,=54
Como la segunda restriccion es mayor igual, tenemos:
9X, +5X, - X, + X, =36
Por lo cual, la funcion objetivo quedaria
Méx z = 12X, + 9X, + OX, + OX, - MX,

Una vez convertidas las desigualdades en igualdades, se llevan las restriccio-
nes a la tabla del simplex, y se obtiene que el valor de M es muy grande, por lo
cual se reescribe en la tabla asf:

Iteracién Inicial

C, | X, | b X, X, X, | X | X | b/

0 |X,| 54 8 7 1 0 0 | 54/8 | 6.75

M| X, | 36 9 5 0o | -1 1 | 36/9 - —
Z | -36M - -9-M5 | 0 M 0

Z-C Z-C 2-C,|Z2-C | Z-C

PN 2 2 373 4 74 5 5

Seleccionamos la variable que entra a ser basica y deja de ser basica; de los
(Zj - CJ.), en este caso seria X, la mas negativa; la que sale de la base es X, que es
la menor positiva por encima de cero. El elemento pivote es 9 el cruce entre la
variable que entray la variable que sale. La nueva iteracién queda:

[teracion 1

CB XB b Xl X2 X3 X4 X5 b/a
0 X3 22 0 2.55 1 0.88 -0.88 8.62
12 X1 4 1 0 =11 0.11 7.27
Z | 48 0 0 -1.32 | M+1.32
ch1 Zz' Z3'C3 Z4'C4 Zs_cs

Capitulo IV - Introducciéon a los modelos de optimizacién

La variable que entra es X2 y la variable que sale es X ; ahora hacemos la
segunda iteracién.

lteracion 2

Lavariable que entraes laX, y la que sale X ; ahora hacemos la siguiente iteracion.

teracién 3
G om0 0
C | X, B X, X, X, X, X, b/a
0 | X, | 248 | -3.30 0 0.71 1 -1
9 | X, | T.76 1.14 1 1.42 0 0
Z | 69.84 | 1.14 0 142 0 0
z-C | z2C | Z2C, | Z-C, | Z-C,

La solucién 6ptima es X * =0; X,* =7.76; X,* = 0; X,* = 2.48; X.* = 0 Z* = 69.84
Caso Minimizando.

Supongamos el siguiente modelo matematico.

Min Z = 2X_ +2X, + 4X,
C.S.R
3X, + 7X, +4X, < 18
5X, +2X, +X, > 24
4X +3X,+ 6X,> 16
X, X, X, >0

Transformamos las desigualdades en igualdades.

69
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3X,+ 7X,+4X, +X, =18

Ilteracién 3
5X, +2X,+ X, X, +X =24
Min Z = 2X, +2X, + 4X, + 0X, + OX_ +M X_ + OX, + MX, C,|X | B X, X, X, | X | X X, X, | X, | b/
0| X | 36 5.8 3.4 1 .6 -0.6 0 0
Iteracién Inicial
0| X |32 -1.4 -5.2 0 -.8 0.8 1 -1
C, X, | B X, X, | X | X | X | X | X |ba 9.6 1.2 | -36 -4 | -M+2 -M
0 | X, | 18 4 ) 0 0 0 0 | 6 z-C, | 7,C, | ¢, | ZC, | Z-C, | ZC, | ZC, | Z-C,
M| X, | 24 1 0 -1 1 0 0 |48
La solucidn dptima esigual a X *=4.8, X *=0 X_*=0, X * =3.6, X.* =0, X6* =0, X_*
M| X, | 16 6 oo | 0o | 1| 1 |4 |— e guatat, 2 - 04750, %, 5 7
Z | 40M ™-4 - -M 0 M 0 Si estuviéramos analizando un problema en especial, la respuesta se analiza-
7C |zc |lzc lz-c |z-Cc |z-=c ria de acuerdo con lo planteado en él.
3 73 4 T4 5 75 6 "6 777 8 78

Al resolver el problema en WinQSB, los resultados serian iguales; sin embargo, la
interpretacion tendria que hacerse de acuerdo con la tabla que el software arroja.

Cuando estamos minimizando entra la variable mas positiva, en este caso X1y
sale la variable menor positiva por encima de cero de los b/a en este caso X6; el
elemento pivote es el cruce de las dos variables la que entra y la que sale que
es 4. La nueva iteracién es:

[teracion 2

I

La variable que entra es la X, y la que sale es X ; la nueva iteracién es:

70

Tabla 3 Solucién final Win QSB

X, 4,8 2 9,6 0 B 0 5
X2 0 2 0 1,2 NB 0,8
X, 0 4 0 3,6 NB 0,4 M
Funcion Objetivo | maximizar 9,6
. Minimo Maximo
Restriccion Iz La.do Direccién Lado Necesidad Precio permisible | Permisible
quierdo Derecho sombra RHS RHS
C, 14,4 <= 18 3,6 0 14,4 M
C, 24 >= 24 0 0,4 20,0 30
C, 19,2 >= 16 32 0 -M 19,2

Fuente. Elaboracion Propia
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Donde la solucién 6ptimaes Z*=9.6x *=4.8x,*=0x,*=0x,*=3.6x,=0x,=0x,=3.2
Problemas

Problema 1

Un alumno quiere maximizar su placer diario. Tiene un rango de actividades
agradables que puede hacer, pero tiene solamente 24 horas para hacerlas; las
actividades son las siguientes:

1. Tomar una cerveza 4 UP
2. Fumar un cigarrillo 3UP
3. Jugar un partido de futbol 7UP
4. Participar en una discusion 2UP
5. Dar un paseo 3UP
6. Leer unarevista 2UP
7. Dormir 4 UP

Pero resulta que hay algunas restricciones, también. Hay solamente 24 horas
en el dia, y cada actividad requiere un cierto tiempo. Por ejemplo, la primera
actividad requiere 15 minutos, la segunda diez minutos, la tercera dos horas, la
cuarta una hora, la quinta una hora, la sexta media horay la séptima una hora.

Ademas, el alumno sabe que no puede tomar mas de cinco cervezas diarias
por cuestidn de dinero. Tampoco puede fumar mas de 40 cigarrillos diarios por
razones de salud. Jugar mas de dos partidos de fatbol diarios, por cansancio.
Participar en mas de tres discusiones, por aburrimiento. Dar mas de dos pa-
seos. Ni leer mas de cuatro revistas por cansancio de los ojos. En cuanto a las
horas de suefio, el alumno sabe que no puede dormir méas de diez horas, pero
que tiene que dormir al menos siete.

(Cuales deben serlas actividades diarias del alumno, para maximizar su placer?

Problema 2

Un taller tiene tres tipos de maquinas, A, B, y C, puede fabricar cuatro produc-
tos, 1, 2, 3, 4. Todos los productos tienen que ir a cada maquina, y cada uno
va en el mismo orden: primero a la maquina A, luego a la B, luego a la C. La
siguiente tabla muestra:

a. Lashorasrequeridas por cada maquina por unidad de cada producto.
b. Las horas totales disponibles para cada maquina por semana.

c. Laganancia por unidad vendida de cada producto.

Capitulo IV

Tabla 3 Informacién bésica

1 2 3 4
A 1,5 1 2,4 1 2000
B 1 5 1 3,5 8000
C 1,5 3 3,5 1 5000
Ganancia Unitaria $5,24 | $7,30 | $8,30 | $4,18

El gerente del taller busca maximizar la ganancia. Supongamos que X, es el nd-
mero de unidades del producto j producidas cada semana, luego, queremos

hallar xj (x,, x,, x,, X,) para maximizar la ganancia total.

Considérese una compafiia que debe elaborar dos productos en un determi-
nado periodo (un trimestre). La compaiiia puede pagar por materiales y mano
de obra con dinero obtenido dos fuentes: fondos propios y préstamos. La com-
pafiia enfrenta tres decisiones:

a. ¢Cuantas unidades debe producir del producto 1?
b. ¢Cuantas unidades debe producir del producto 2?

c. ¢Cuanto dinero debe obtener prestado para apoyar la produccion de los
dos productos?

Altomar estas decisiones, debe maximizar la ganancia sujeta a las condiciones
indicadas a continuacion:

a. Losproductos disfrutan de un “mercado de ventas”, por lo tanto la empre-
sa puede vender tantas unidades como pueda producir. Ademas, la canti-
dad producida no tiene efecto en los precios del mercado, ya que el volu-
men de produccion de la compafiia es pequefio con relacién al volumen
del mercado total. Por lo tanto, a la empresa le gustaria producir tantas
unidades como fuera posible dentro de las restricciones financieras y de
capacidad de su fabrica. Estas restricciones junto con los datos de costos
y precios se dan en la tabla que aparece a continuacién.

b. Losfondos propios de la compafiia durante el periodo son de $30.000.

c.  Un banco prestara hasta $ 20.000 por trimestre a una tasa de interés del
5% por trimestre, si la razén financiera conocida como la prueba de acido
de la compafiia permanece en una proporcién 3 a 1, como minimo mien-
tras exista el adeudo. Recuerde que la prueba de acido esta dada por la ra-
z6n de efectivo mas cuentas por cobrar dividido en las cuentas por pagar.

d. Como se observara, los pago de mano de obra y materia prima se hacen
al final del periodo de produccién; por lo tanto, el crédito necesario se ob-
tiene en ese momento. Los envios de los productos fabricados se hacen a
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crédito, alfinal del periodo de produccion. Finalmente, el ingreso por ventas
serecibey las cuentas por pagar se cancelan al final del siguiente periodo.

Tabla de capacidad, preciosy costos

14 10 .5 3 2
2 11 8 3 4
Horas disponibles por trimestre 500 400 200

Modelo deterministico DUAL

Uno de los descubrimientos mas importantes durante el desarrollo de la pro-
gramacion lineal fue el concepto de la “dualidad”, y sus ramificaciones. El des-
cubrimiento indic6 que cada problema de los modelos lineales tiene otro rela-
cionado, llamado “dual”. Hay varias relaciones importantisimas entre los dos
problemas, las cuales facilitan el trabajo de analisis entre los siguientes tres
campos principales:

Tecnologia de la informatica.
Analisis econdmico.

Analisis postéptimo.

Tecnologia de la informdtica

Actualmente en la tecnologia de la informatica, se utiliza el Método Dual, el cual
reduce el tamafio de la base basica que emplea el Método Simplex.

La problematica consiste en el tamafio de la base, ya que esto determina el es-
pacio que ocupa de la memoria de la computadoray lo puede volver mas lento.
En este caso, el tiempo para resolver un problema depende mas del nimero de
restricciones que del nimero de variables.

Ademas, veremos que algunas veces se puede evitar el uso de las variables
artificiales, mediante el uso del problema Dual, y su método de solucidn, el
Método Dual Simplex.

Supongamos el siguiente problema lineal:
Problema PRIMO

Capitulo IV

Max Z=C *X
C.S.h
A*X<b
X=0

Existe otro problema, el Dual, que se expresa asi:

Problema Dual

Min Z=b *y
C.S.I.
A*ysC
Y=z0

Por lo tanto, los coeficientes en la j-ésima restriccion del Dual son los coeficien-
tes de x. en las restricciones del primero y viceversa, ademas, el lado derecho
de la j-ésima restriccion del Dual es el coeficiente de x;en la funcidn objetivo
del primero y viceversa. Por lo tanto, hay una variable dual para cada restric-
cion del PRIMO, y una restriccion dual para cada variable del PRIMO.

Ilustramos lo anterior con los siguientes ejemplos:
Ejemplo 1

Problema primo

Max. z =4x +3x,
CSR
X, <6
X,<8
X, +X, <7
3X, +X,< 15
X, X. =20

1M =

Problema Dual

Min Z =6y, +8y,+Ty,+15y,
C.S.R.
ly +0y,+y,+3y,z24
Oy, +1y,+y ,+1y,23
y,z0
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Esta base asume que se multiplican las restricciones por (-1) para tener signos
<. Luego, se suman variables de holgura. Esto implica que los de las variables
basicas (las de holgura) son negativas, no obstante, el Método Dual Simplex
puede trabajar con valores negativos.

Andlisis Econdmico

El concepto de dualidad tiene una interpretacion econdmica natural que los
economistas consideran muy Gtil. Recuérdese que los problemas de programa-
cién lineal tienen que ver con la asignacion de recursos limitados entre activi-
dades competitivas. Interpretacion tipica del problema PRIMO; donde x es el
nivel de la actividad j, ¢ es la ganancia unitaria de la actividad o el precio de
venta unitario o el costo unitario de la actividad j; bj es la cantidad de recurso i
disponible, y a, es la cantidad de recurso i usada para cada unidad de actividad
j. Supdngase que la ganancia se mide en pesos. Luego, considere una restric-
cion tipica del problema dual correspondiente:

ajy,taytetany =g

Notese que, del problema PRIMO, las unidades de c. son pesos por unidad de
actividad j, y las unidades de a,son unidades del recurso i por unidad de activi-
dadj. Por lo tanto, yi debe tener las unidades de pesos por unidad de recurso i.
En otras palabras, y, puede interpretarse como el precio unitario o precio relati-
vo, 0 precio sombra del recurso i, en el sentido de un precio implicito del recur-
so al usuario. Ese precio relativo es por cada unidad adicional que se produzca
ante posibles demandas de los consumidores.

La siguiente expresion,

Nos indicaria el costo implicito de operar la actividad j al nivel unitario.

Funcién objetivo Dual:

m
Min Z= z by,
i=1

Se interpreta como que los precios implicitos de los recursos deben fijarse
para minimizar sus costos totales al usuario. El valor 6ptimo de las variables
duales,y ™ (i=1....... m), representan el valor implicito verdadero por unidad
del recurso respectivo.

Elteorema Dual, z = z, dice que el costo total (valor implicito) de los recur-
sos esigual ala ganancia total de las actividades, consumiendo los recursos
de una manera 6ptima.

Capitulo IV

Se deben tener presente las relaciones existentes entre las variables del PRI-
MO y Dual. Estas indican que el valor implicito del recurso i es cero (y,* =0)
siemprey cuando el suministro de ese recurso no sea agotado por las activida-
des, o sea el caso que x_,, >0. En la terminologia econdmica, tal recurso es un
bien libre; el precio de un bien para el cual hay un suministro sobrante; tiene
que ser cero por la ley de la oferta y la demanda. Es importante resaltar que
el valor implicito de los recursos para una unidad de la actividad j es igual a la
ganancia unitaria.

m
ym+1* = 0 éz aij yj* =cj
i=1
Siempre que esa cantidad se ejecute a un nivel positivo es decir (xj >0) se
tiene lo siguiente.

m
* - * =
Zaijyj =¢>Y,., 70>x=0
i=1
Teorema

El dual del dual es el primo, implica una relacién complementaria simétrica
entre el primoy el dual. De hecho, no importa cual problema es llamado Primo
y cual dual, y viceversa.

Teorema

Asuma que tanto el primo como el dual tienen soluciones factibles finitas, en-
tonces existe una solucién finita dptima para ambos problemas.

7' =7
x Ty

Construccion del Dual
La construccion del dual se hace mediante los siguientes pasos.
1. Cadarestriccion del primo corresponde a una variable del dual.

2. Los recursos disponibles del primo son los coeficientes de contribucién
en el dual.

3. Sila funcidn objetivo del primo se maximiza en la funcion objetivo del
dual se minimiza.

4. Sise maximiza el primo las desigualdades deben ser <y el de minimiza-
cion del dual es =y viceversa.

5. Sihay una restriccion en el primo = se multiplica por (-1) y se transfor-
maen una <.

6. Lasvariables en ambos problemas son no negativas es decir x20;y,20
Ejemplo
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PRIMO Maximizar Z =5x, + 3x, Ahora planteamos el método dual simplex
C.S.R.
2x, +4x,=55 MAX Zy =-4y -2y, -12y +0y, +0y,
X, +5x, =62 C.S.I.
3x,+2x,=30 -y, -4y, ty, <-4
X, 5X,20 -2y,-3y,ty.=-5
yl’ yz’ y3’ y4’ y5 z o
Dual
Resolvemos por el método de la tabla del simplex
MinimizarZ = +62y. +
inimizar Z, = 35y, + 62y, + 30y, Iteracién inicial
c.s.R.
4y, +5y,+2y =3
Y,Y,¥;20 C, A B | v Y, Y5 2 y; | b/a
p . 0 -4 -1 0 -4 0
Método dual simplex Yo
Y . 0 -2 -3
Este método se usa para cuando se desea maximizar la funcion objetivo. A través de °
. . s .y P z 0 4 2 12 0
este, los (Z,- C) tienen que ser positivos, lo cual indica que la solucion es 6ptima.
Al aplicar el método del dual simplex se deben seguir las siguientes reglas: (z-c)/a 4/0 12/-3 0/0 0/1
. Z-C Z-C Z,-C Z,-C Z-C
Regla 1 variable que sale de la base: — 22 33 4 >3
y,=miny_ parax <0 Variable que sale de la base

Min (-4;-5)=-5saley,

Regla 2 variable que entra a la base: Variable que entra Max (2/-2; 12/-3) entray,

z- c oz Cj lteracién 1
=Max —3 entra el mas negativo
ij ij
Ejemplo Cq Ye n Yi Y, Y Y, y; | b/a
Se tiene el siguiente dual 0 Y, -1 0 -4 1 0
-2 Y, 5/2 0 1 3/2 0 -1/2
MINZ =4y +2y +12y,

T er z -5 4 2 12 0 0

y,+4y,24 (z-c) / a 4-1 | oo 1204 o1 | op

2y,+3y,25 z-Cc | z-C, | z.C, | z.C, | Z-C,

Y Y Y,20
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Variable que sale de la base
Min (-4;5/2) =-4 saley,

Variable que entra Max (4/-1; 12/-4) entra y,, al presentarse empate se seleccio-
na una cualquiera arbitrariamente.

Iteracion 2

CB Yg B Y, Y, Y, Y, A b/a

-12 |y, 1 1/4 0 1 -1/4 0

2|, 1 -3/8 | 1 0 5/8 | -1/2
-14 | 175 | 0 0 1.75 1

La solucion 6ptima del problemadualy’, = 1;y", = Ly’ =05y, =0;y’, =0
z*y: -14
Solucién del problema original X', = 1.75; X', = 1;x', = 1.75; X4 = 0;x' .= 0; 2’ = 14

Caso especial

Unaigualdad en el Primo genera una variable no restringida en signo en el dual;
una variable no restringida en signo en el primo genera unaigualdad en el dual.
Ejemplo.

Se tiene el siguiente Primo

Max z =x +5X,-2X,
C.S.I.
3x,+2x,-x3 27
5x,-8X,+2x,<6
X,-X,"X,-X,=10
X,,X,,X, 2 0y X, no restrigida en signo

Primero es necesario acomodar las variables para que el sistema quede con las
igualdades en el mismo sentido.

-3x1-2x2+x3 <-7
5x1-8x2+2x - 6
X, X, XX, = 10

Eldual serd

Min z,=-Ty,+6y,+10y,
C.S.I.

Capitulo IV

-3y, +5y,ty, =21
-2y -8y,-y,26
Yy, =-2
2x,7y,20
Y,»¥,» 2 0y Yy, no restrigida en signo

Este método se utiliza cuando la funcién objetivo es maximizacion y son nega-
tivos los elementos que la conforman.

Problemas

Min z =3x_+2x_+4x
X 1 2 3
C.S.I.
x1+2x2+x3 =4
-X,-4x, = -8
2x1-2x2+5x3 =4
XXX, 20

Min z =4x +5x,+9x +11x,
C.S.I.
XXX, 2 15
7x1+5x2+3x3+2x4 <120
3x1+5x2+10x3+15x L, S 100
X;5X,0X, 20

Min z =5x_+6x_+8x
X 1 2 3
C.S.I.

x1+2x2+x3 =5
2x1+x2-x3 <40

-3xl+2x2+3x3 =1

2x1-x2+6x3 <100

X;5X,,X, 20

Max z =x_+5x_+2x
X 1 2 3
C.S.I.
3x1+5x2+2x3 =18
4x1+x2+6x3 <36
x1+7x2+3x3 <24
X;5X,,X, 20

Andlisis Postoptimo

El analisis postoptimo es un método muy importante para obtener la solucién
Optima, ante la incertidumbre de los pardmetros de las variables, para ello es
necesario realizar una sensibilizacion de estos con el fin de saber cuales son
susceptibles a cambios.
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Los cambios simplex del analisis postéptimo

Los siguientes son los cambios que se pueden realizar en el analisis postoptimo:
Cambio en ¢j cuando xj* es no-basica.

Cambio en cj cuando xj* es basica.

Cambio en un bi.

Cambio en un aij cuando xj* es no-basica.

Cambio en un aij cuando xj* es basica.

Adicién de una nueva restriccién.

No g kR wDbdDH=

Adicién de una nueva variable.
En el siguiente ejemplo se muestra la solucién de cada uno de los cambios.
Ejemplo

Una empresa manufacturera tiene dos tipos de maquinas: maquina A y ma-
quina B, con estas se puede fabricar tres productos 1, 2, 3; todos los productos
tienen que pasar por cada maquina.

La siguiente tabla contiene los tiempos necesarios requeridos por cada producto
y la disponibilidad en cada maquina, asi como la utilidad obtenida por producto.

Tabla 6 Tiempos y ganancias obtenidas por producto

25
20

Maquina A

Maquina B

= s Tw N

w | w o~
NI O W

Ganancia unitaria

Fuente: Elaboracion Propia

(Cuantas unidades del producto 1, 2 y 3 se deben fabricar en esas condiciones
para obtener la ganancia maxima?

Formulacion del modelo

«  Primer paso: definir la variable de decisién

X, para todo j=1,2,3

X, = cantidad de unidades a producir del producto 1 por hora (u/h)
X, = cantidad de unidades a producir del producto 2 por hora (u/h)
X, = cantidad de unidades a producir del producto 3 por hora (u/h)

Capitulo IV - Introducciéon a los modelos de optimizacién I

+  Segundo paso: definir la funcion objetivo

Max U =2$/ux u/h + 1$/ux,u/h + 4$/ux,u/h

« Tercer paso: definir las restricciones

Maquina A 6h/ux u + 5h/uX,u + 5h/uX,u<25h
Maquina B 3h/ux u + 4h/uX,u + 4h/uX.u<20 h

+ Cuarto paso: la condicién de no negatividad

X, X, 20
Modelo Matematico

Max U=2x1+ x2+4x3
C.S.I.
6x1+5x2+5x3 <25
3x1+4x2+4x3 <20
XX, 20

Solucién

Min U =25y +20
Max U=2x +X +4X, v N,

C.S.I.
C.S.I. 6y 43 5
+3y =
6X, +5X,+5x, < 25 Y
Sy, t4y,=z1
3x1+4x2+4x3 <20
5y tdy,=z4
X%,,X, 20
yl’yz 2 o

MAX Uy:-25y1-20y2+0Y3+0y 0y,
C.S.I.
-6y,-3y,*ty,=-3
-3y,-4y,ty,=-1
-5y,-4y,+y, = -4
Y)Y Y3y eYs 20

Max U=3xl+x2+4x3+0x 4+0x5
C.S.I.
6xl+3x2+5x3+x W= 25
3x1+4x2+4x3+x5 =20

XXX, X X = 0
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. s p . . Iteracién inicial
Solucion Método Simplex del Primo

0y, |-3| -6 -3 1 0 0
C, | X, | B | X X, X, X, X, | b/a 0|y, |1 -3 -4 0 1 0
0 | X, |25 6 3 5 1 0 25/5 0 |y | 4 - -4 0 0 1 >
0 | X, |20 3 4 4 0 1 20/4 u o -2 -20 0 0 0
zZ|o | -3 -1 -4 0 0 z-C, | z¢, | z-C, | Z-C, | Z-C,
zC, | 7,C, | z.C, | ZC, | Z<C, -54 -5 0 0 0
Variable que sale y, variable que entra.
Hay empate en la variable que sale, por lo cual se escoge arbitrariamente cual- y ,
: Iteracion 1y final
quiera de las dos.
Iteracién 1y final
CB XB B y1 yz y3 y4 y5 b/a
C, | X, | B | X X, X, X, X, | bja 0 |y, |75 0 -8/5 0 1 -3/5
4 X, |5 65 | 3/ 1 1/5 0 25|y, |45 2 4/5 0 o | 15
0 | X, | 0| -9/5 0 0 -4/5 1 U, | -20 0 0 0 0 5
Z |2 95 | /5 0 4/5 0 z-C, | z-C, | z«C, | zC, | Z-C,
zCc, | z¢, | z.C, | zC, | Z.C, X, X X, X, X

Solucién éptima del dual
U, =-20;y",=4/5;y,=0;y,=9/5;y,=7/5;y,=0

De la tabla final del simplex del dual se saca la solucién del primo; donde las
Solucién del dual simplex variables de holgura del dual son las variables basicas del primo y las basicas

del dual son las de holgura del primo, como se indica en la tabla final. De igual

forma, se puede hacer con la tabla final de la solucidn éptima del Primo.

1. Cambio enc, cuando x* es no-basica.
La empresa decide aumentar el precio de venta del producto2de $1a$ 2.
Cambio a la funcién objetivo:
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MAX Z=3X_ +X, +4X, > MAX Z=3X, + 2X, +4X,

Efecto de cambio:

(Z,-C)»(ZC))

La solucidn segura, sigue siendo 6ptima si... (Z'j-C'j") >0

Si (Z*j-C‘J.") >0, entonces “Xj” entra ala basey se continta resolviendo el problema.
X, =X2 - No Basica
Utilizamos la formula:

(Z'-C7)=(Z-C) - (C-C)
(Zz*_cz”) - (Zz*cz) _ (Cz”_cz)

Segun la tabla de solucién 6ptima del Primo:
Cuando C2=1, entonces Z2-C2=7/5 en la solucidn 6ptima.

Ahora se realiza el cambio (Z2*-C2”) =7/5-(2-1) =2/5 que es 2/5 = 0; luego sigue
siendo dptima la solucién.

(Qué pasa en el dual?

Cambio en C, » Cambio en la J-ésima restriccion
C2” » Restriccion 2

3Y1+4Y2>1->3Y1+4Y2=2

Como no Cambiany,*=4/5ay,*=0

3(4/5) +4(0) = 2

2/5 =2 la solucidén seguira siendo dptima.

2. Cambio en cj cuando xj* es basica

Por politicas de mercado se incrementa el precio de venta del producto 3, para
obtener una ganancia unitaria de $ 6.

Cambio en la funcién objetivo:
Méx Z=3X, +X, +4X, > Max Z=3X_+X, + 6X,

La variable X3: Basica » (Z’J.-C’J.) =0

Z*-C")=0

La solucién segura siendo dptimasi.... (Z-C’) >0
Cambia lafila (Z‘J.—C‘j) en la Ultima tabla.

La tabla final cambia

Capitulo IV

Iteracion 1y final

C, X, | B | X X, X, X, X, |b/a
6 | X, | 5 65 | 35 1 1/5 0
0 X |0 95| o0 0o | 45 1
U | 30| 21/5 | 13/5 | 0 6/5 0
zc | zc, | z,C, | zC, | Z.C,

Y: Yy Y5 Y1 Y,
La nueva solucidn dptima queda.
U" =30; x',=0; x',=0; x,=5; x',=0 ; X' ,.=0

Aumenta el valor de la funcion objetivo.

;Qué le pasa al dual?
U",=-30;y',=6/5; y',=0; ¥',=21/5; y',=13/5; y',=0

La nueva solucidn del dual cambia en cuanto al valor de sus variables, como
y, = 6/5 que antes era 4/5 aunque el valor de la funcién objetivo sigue siendo
de $ 30 de ganancia.

C3” > 5Y1+4Y2 26 > 5(6/5)+4(0)=26>626

En el dual sigue siendo 6ptima.
3. Cambio en la disponibilidad de un recurso

La empresa adquiridé una nueva maquina, por los que aumenta la disponibili-
dad de horas por semana, de 25 a 40 Horas.

Se cambia la restriccion 1:
6X, +3X, + 5X, <25 - 6X_ + 3X,+ 5X, <40

Para evaluar el impacto en la solucidn dptima se resuelve:

b=b” + X,

(bi” - b1)
b bultima l:inuevo b primera tabla
estimado

Valordelavariableen lafiladel cambio
n: N° Max. De restricciones i: subindice
de la restric. Del bi cambiado
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Aplicando la férmula:

5’=5+1/5(40-25) = 8 (X3)
20°=20+4/5(40-25) = 32 ( Zj-Cj )

La ultima tabla cambia

[teracion 1y final

C, | X, | B | X X, X, X, X, | b/a
4 | X, | 8| 65 | 35 1 1/5 0
X, | 0| 95 | o0 o | 45 | 1
u |32 95 | 7/5 0 4/5 0
zc | zc, | z,C, | zC, | ZC,

Nueva solucién. Cambia el valor total de la funcién a $32 y la cantidad de uni-
dades del producto 3 sera de 8 unidades

U’,=32; x",=0; x',=0; x',=8; X' ,=0 ; X',=0

(Qué le pasa al dual?
Cambia la funcién objetivo:
Min Zy =25y + 20y, > Min Zy = 40y, + 20y,

Los nuevos valores 6ptimos:
Z*=32 y,=4/5 y,*=0 y*=9/5 y*=7/5 yr*=

Y,Y,0Y55Y,Ys conservan sus valores originales.

La solucién es factible, no hubo cambios en la restriccion.
La solucidn es 6ptima porque las variables basicas son = 0
4. Cambio enun a, cuando x* es no-basica.

En laempresa se desea optimizar la fabricacion del producto 1, disminuyendo las
horas disponibles por semana para el proceso de maquina 1 de 6 horas a 4 horas.

Cambia la restriccidn 1:

6X, +3X, +5X, < 25 > 4X +3X,+5X, < 40

Six, es no basica;

Capitulo IV -

De la tabla de soluciéna, =6/5 (Z,*-C)=9/5

X*=0 X,*=0 X,*=5

Evaluacién de la nueva restriccién: 4X, +3X +5X, < _25
4(0) +3(0) +5(5) =25

25 <25 donde se cumple la desigualdad.

Aplicando la férmula:

6/5’=6/5+1/5*(4-6) = 4/5
9/5’=9/5 +4/5*(4-6) = 1/5

Iteracion 1y final

C, X, | B| X X, X, X, X, | b/a
4 | X, | 5| 4/5 3/5 1 1/5 0
0 X | 0 -95 0 0 -4/5 1
U, | 20 | 1/5 7/5 0 4/5 0
z-C, | z2C, | zC, | 2C, | Z-C,

Ys Yy Ys Y0 Y,

La solucién del Primo no cambia

;Qué le pasa al dual?

Cambia restriccion 1 del dual:

6y, +3y,2_354Y +3y,>3

4(4/5) +3(0) =3

16/5 = _3 al ser mayor la solucidn sigue siendo 6ptima

La solucién también es 6ptima y su funcion objetivo no cambia.
5. Cambio en un aij cuando xj* es basica.

Se disefia una innovacion para el producto 3, aumentar las horas requeridas
de lamaquinaAde5a7 horas.

Cambiar la restriccion 1

6X, + 3X, + 5X, < 25 > 6X +3X, +7X, <25

Tenemos (a,”) -a,,) =7-5=2

De la tabla final se obtienen las siguientes ecuaciones:
(0) Z+9/5x +17/5x,+4/5x,=20

(1) 6/5x, +3/5x,+x,+1/5x,=5
(2) 9/5x,+ -4/5x,+x,=0
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El coeficiente x4 indica el nimero de veces que ocurre el cambio en cada fila,
siendo el cambio [7-5] = 2.

(0) Z+9/5x,+7/5x,+[0+4/5[T-5]]x, + 4/5x, = 20

(1) 6/5x, +3/5x, + [1+ 1/5[7-5]x, + 1/5x,=5
(2) -9/5x,+ +[0+0[7-5]]x,-4/5x,+x,=0

Simplificando, tenemos

(0) Z+9/5x,+7/5x, +8/5x, +4/5x, =20
(1) 6/5x +3/5x,+7/5x, +1/5x,=5
(2) -9/5x + -4/5x,+x.=0

Ahora eliminamos 8/5x, de la funcién objetivo y 7/5x, debe tener el coeficiente
de 1; luego dividimos la fila por 7/5 de lafila 1

(0) Z+9/5x,+7/5x, + 8/5x, +4/5x, =20
(1) 6/Tx +3/Tx,+ x,+1/Tx,=25/7
(2) -9/5x,+ -4/5x,+x,=0

Multiplicamos la fila 1 por (-8/5)

(0) Z+9/5x, +7/5x, + 8/5x, + 4/5x, = 20
(1) -48/35x, - 24/35x, - 8/5x, - 8/35x, = 40/7
(2) -9/5x,+ -4/5x,+x,=0

Restamos las filas0y 1

(0) Z+9/5x, +7/5x,+8/5x, +4/5x, =20
(1) -48/35x, - 24/35x, - 8/5x, - 8/35x, = 40/7

(0)Z+3/Tx +5/7x, 4/Tx,=100/7

Nuevas ecuaciones

(0) Z+3/Tx,+5/Tx, 4/Tx,=100/7
(1) 6/Tx +3/Tx,+x,+1/Tx,=25/7
(2) -9/5x,+ -4/5x,+x,=0
Nueva solucidén

Iteracion final con los cambios

C,| X, | B X, X, X, X, X, | b/a
X, | 25/7 | /7 | 3/7 1 1/7 0
0 X | 0 | 95 | o0 0 | -4/5 1
u | 1007 | 3/7 | 5/7 0 47 0
zc | z¢c, | zC, | zC, | ZC,

Capitulo IV

La nueva solucién 6ptima:
U’ =100/7; x',=0; x',=0; X',=25/7; x',=0 ; X’,;=0

La solucidn 6ptima del dual:

U =100/7;y",=4/7;y',=0; ¥ ,=3/7;y,=5/7 ;y';=0
Para comprobar, se toma la restriccion 1y se reemplaza la solucién:
> 6X, +3X, +7X, <25
6*(0) +3*(0) + 7*(25/7) =25
25 <25 luego la solucidn sigue siendo factible.
;Qué le pasa al dual?
Se cambia la restriccidn 3:
Sy, t4y,24->7y +4y,=4
7*(4/7) +4*(0) 2 4
El cambio con el dual cumple la solucion sigue siendo dptima.
6. Adicion de una nueva restriccion

El nimero de operaciones disponibles para procesar el producto 3, son como
maximo 4.

Para la nueva restriccion adicionar:

X,S4>X,+X =4

Nueva variable de relleno

Efecto cambio:

La nueva solucién éptima mejora la anterior como se puede observar en la
tabla del simplex.

Primero se averigua si la nueva restriccién cumple o no:
En la tabla final 6ptima obtenida, se tiene X3*=5

X,<4>5<4 solucién deja de ser factible.

Se agrega la nueva restriccion al planteamiento del problema original.

Max U=3x + X +4x +0x +0x_+0X,
C.S.I.
6X,+3%,+5x,+X, =25
3x FAX FAX,  +X, =20
Xt X =4

>
X%, X 0 X X X = 0
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Con base en la tabla del simplex inicial se selecciona quién entray sale de la base.

R Nueva solucién del problema
Iteracion inicial

. 116 . . . .

., 116, . . 116 N
G| X | B X X, X X, X, | X | b/a U\ =3 Y3312y =0y = =5y =05y = 3y, =0

o
>
N
(6,1}
[e)}
w
(6]
=
o
o

25/5

I

Se comprueba si cumple o no con la nueva solucion éptima.

0 | % |20 3 4 4 0 ! 0 | 20/4 Reemplazamos en la restriccion 1y 3:
0| X | 4 0 0 - 0 0 1|41 | —
ul o 3 1 4 0 0 0 6X, +3X,+5X,=25 6(5/6) +3(0) +5(4)<25>25<25
z-C | 7€ Za"is ZC, | Z7°C 4y +2y,2T7;4(3/2) +2(0) 2 7; luego sigue siendo 6ptima.
| >Elemento pivote {Qué le pasa al dual?

fteracion 1 Sy, +4y,+y, =4 5(3/2) +4(0) + (116/6) 2 4 > 15/2 + 116/6 = 4; 164/6 =4;

C X B X X X X X X b/a
5l 8 ! 2 ’ ‘ > ¢ 7. Adicién de una nueva variable
N - 3 0 1 0 -5/4 | 5/6 ? Después de hallar la solucion éptima al problema, se encuentra que no se han
0| X | o0 3 4 0 0 1 -4 | 4/3 considerado todas las actividades alternas. Considerar una nueva actividad re-
2 | x 4 0 0 1 0 0 1 40 quiere afiadir esta nueva variable a la funcidn objetivo y a las restricciones, con
3 / coeficientes apropiados; para el caso del problema que se viene considerando.
U, | 16 -3 -1 0 0 0 4 Supongamos que se tiene un nuevo producto X,, del cual se tendria una ga-
7 -C 7 -C 7 -C 7 -C 7 -C nancia de 5 pesos por unidad, requerird 4 horas en lamaquinaAy 2 horasen la
171 2 72 3 73 4 T4 5 75 , . .
T maquina B el nuevo modelo del problema Primo es.
C. | X B X X X X X X b/ cst
a
2 : ’ ’ . ’ : 6X,+3X,+5X +4xX + X, =25
1
3 X 5/6 1 2 0 1/2 0 30/4 I HAX HAXF2X, X, =20
0 |X | o 0 |53 0 | -1/2| 1 | -10/3 XXX KX, 2 0
4 | X, | 4 0 0 1 0 0 1
u | 111/6 0 2 0 3/2 0 116/4
z-C |z |z7C, |z=C, | z-C,

02
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04

[teracion inicial

C, | X, | B | X X, X, X, X, | X | b/a
0 X | 25| 6 3 5 - 1 | 0| 254
0 Xx |2/ 3 4 4 2 0 | 12002
u o -3 -1 4 7 0
zC, | 2,C, | 2.C, | Z,C, | ZC,

Iteracion 1y final

C, X, | B X, X, X, X, X, | X, |b/a
7 | X, | 25/4 | 6/4 | 3/4 | 5/4 1 1/4 | 0
0 | X | 30/4 | 0 | 10/4 | 6/4 0 101
U | 4375 | 30/4 | 17/4 | 19/4 | © 774 | 0
z-C, | z.C, | z.C, | .C, | ZC,

Nueva solucién del Primo y el dual

. . . . .. 25 . 30
U’ =43.75; x' =0; X',=0; x,=0; X 4=T; X 5=T 3 X, =0

. LT . .30 17 ., 19
U =43.75;y" = Y =05y = 2 YT T YT 0

Se comprueba si cumple o no con la nueva solucién éptima

Reemplazamos en la restriccion 1y 3:

6X,+3X,+5X,+4X,<25  6(0)+3(0) +5(0) + 4(25/4) <2525 <25

Luego sigue siendo 6ptima

(Qué le pasa al dual?

El dual cambia su solucién 6ptima, esta se comprueba reemplazando
4y +2y,2T->4(7/4)+2(0) 27 28/427; 7 = 4; luego sigue 6ptimo.

Capitulo IV -
Ejercicios

Problema 1

Una empresa debe elaborar dos productos en un determinado periodo (un tri-
mestre). La empresa puede pagar por materiales y mano de obra con dinero ob-
tenido de dos fuentes de financiacion: recursos propios y mediante crédito. Por
lo cual, la empresa tiene las siguientes decisiones respecto a su plan operativo:

1. ¢Cuantas unidades debe producir del producto 1?
2. ;Cuantas unidades debe producir del producto 2?

3. ;Cuanto dinero debe obtener a crédito para realizar la produccién de los
dos productos?

Ademas, la empresa desea maximizar la ganancia sujeta a las condiciones si-
guientes:

I.  Los productos actualmente tienen su “mercado de ventas”, la empresa
puede vender tantas unidades como pueda producir. Asi mismo, la can-
tidad producida no tiene efecto en los precios del mercado, ya que el vo-
lumen de produccién de la compaiiia es pequefio en relacién con el vo-
lumen del mercado total. Por lo tanto, a la empresa le gustaria producir
tantas unidades como fuera posible dentro de las restricciones financie-
ras y de capacidad de produccidn. Estas restricciones junto con los datos
de costos y precios se dan en la tabla que posteriormente se describira.

Il. Los fondos propios de la compaiiia disponible durante el periodo son
de $50.000.

I1l. Un banco le hara un crédito de hasta $ 18.000 por trimestre a una tasa
de interés del 15 % por trimestre, si la razén financiera conocida como
la prueba de acido de la empresa permanece en una proporcion 4 a 1,
como minimo mientras exista la deuda. Recuerde que la prueba de aci-
do esta dada por la razén de efectivo mas, cuentas por cobrar dividido
en las cuentas por pagar.

IV. Como se observara, los pagos de mano de obra y materia prima se hacen al
final del periodo de produccion; por lo tanto, el crédito necesario se obtiene
en ese momento. Los envios de los productos procesados se hacen a crédito,
al final del periodo de produccién. Finalmente, el ingreso por ventas se reci-
bey las cuentas por pagar se cancelan al final del siguiente periodo.

Tabla 7 de capacidad, precios y costos

1 18 13 6 4.3
2 15 11 4 5 .2
Horas Disponibles Trimestre 550500 300
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Elabore mediante un andlisis postoptimo una aplicacién de los siete casos an-
teriormente descritos.

Problema 2

Max z =2X,+HAX,+3X,
C.S.R.
x1+2x2-x3 =5
4x1-8x2+3x3 =15
2x1+3x2+5x3 =35
XXX, 20

Modelo deterministico del transporte

El Método Simplex es una técnica poderosa para la solucién de un mundo de
clases de problemas de programacidn lineal. Teniendo en cuenta este hecho, es
razonable sospechar que, para algunos tipos especiales de problemas, existen
métodos especiales de solucion, los cuales son menos trabajosos que el Méto-
do Simplex. Uno de estos problemas especiales es el Problema del Transporte.

Ejemplo del problema:

Existen n centros de distribucion que tienen que abastecerse de m fabricas de un
cierto producto, la i-ésima fabrica (i = 1...m) produce a, unidades del producto
por periodo. La j-ésima bodega (j = 1......n) requiere b, unidades por periodo. El
costo de mandar x; unidades de la fabrica i al centro de distribuciénjes C..

¢(Cudl seria la formulacion de este problema para obtener una solucién éptima
por el Método Simplex?

El modelo de formulacion es el siguiente.

n
ZXijzdj paraj=1.....n

X; 2 0 parai=1,2,3y J=1,2,3,4,5
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La descripcion de cada componente del modelo original es como se detalla a
continuacion

Observacion sobre el modelo

1 i=1 j=1 |=1£=1
[ Disponibilidad | | Total |
m n
d= z ZX“

Es decir, que
m n
2o-24
i=1 =1
| Oferta total | | Demanda |

Si hay desigualdades en las restricciones, se puede “crear” un centro de
distribucion o una fabrica ficticia con el fin de equilibrar la sumatorias de
las ofertas y demandas.

2. Todos los coeficientes en las restricciones son iguales a uno. Por lo cual, la
solucion dada por el Método Simplex es compleja de obtener, ya que tiene
muchas variables y restricciones. Afortunadamente, existe un método de
solucion mas sencillo para aplicar al problema del transporte, el cual se
explicara a continuacion. El método de solucidn trata el problema expre-
sado en forma de matriz, en vez de un conjunto de ecuaciones. Notese el
problema general expresado en la matrizy las posiciones de las diferentes
constantes y variables.
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o8

Modelo de la matriz del transporte

1 2 3 n-2 n-1 n
Cll C12 C13 Cln O
Xll X12 Xl3 Xln
21 CZZ C23 CZn 02
XZl X22 X23 XZn
C C C
ml m2 m3 mn 0
ml m2 m3 mn
d1 d2 d3 ......... dn+2 dn_1 dn Sd=3Yo
Procedimiento

a. Construir la matriz de transporte

b. Establecerelequilibrio¥; 0,=31, d,

c. Siy{, 0,>0seagrega una demanda o producto ficticio.

d. Siy}, dJ. >0 se agrega una oferta o capacidad de una fabrica ficticia.

e. Los costos de la nueva fabrica o centro de produccién son igual a cero.

f.  Lasvariables Xij indican la cantidad de unidades a transportar del origen i

al destinoj.

Ejemplo ilustrativo del problema del transporte

Una compafiia ha decidido manufacturar algunos o todos sus cinco productos
nuevos en tres de sus fabricas que tienen capacidades de produccidn sobrante.
Los productos se venden por peso a $ 100 unidad, para simplificar el problema
cada una unidad de producto sera la cantidad de ese producto el esfuerzo pro-
ductivo para hacer cada producto es igual.

Las capacidades disponibles de cada fabrica son:

Tabla 8 capacidad
1 40

60
90
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En el presente ejemplo; no importan que sean unidades del producto 1,2,3,405.

Un estudio de mercados determiné que las ventas potenciales son asi:

Tabla 9 informacién Productos

30 | 40 | 70 | 40 | 60

Los costos variables de produccion de cada producto en cada fabrica son los
siguientes:

Tabla 10 Costos Variables

19 |14 | 21
1520 | 13 | 19 | 16
18 | 15 | 18 | 20 | X

(Qué cantidad de cada producto se deben fabricar para satisfacer las necesi-
dades del mercado?

Solucién
1. Formulacién seglin matriz de transporte

Para formular esta situacion como un problema de transporte, las fabricas son
los origenes y los productos (o sus clientes) son los destinos. Las variables de
decision, X (i=1,2,3),(j=1,2,3,4,5), es la cantidad de productos j en la fabri-
cai. Las disponibilidades de produccién en cada fabrica son las ofertas.

El planteamiento de la matriz de transporte es como se detalla a continuacién.

Matriz de transporte
1 2 3 4 5
1 0 9 4 1 6 40
11 X12 X13 14 15
5 0 3 9 6
2 60
X21 X22 X23 X24 X25
8 5 8 0 M
3 90
X31 st X33 x34 X35
190
30 40 70 40 60 240
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Como las demandas exceden las capacidades de las fabricas, las demandas son
mayores a las ofertas, es necesario introducir una fabrica “ficticia” para estable-
cer el equilibrio entre oferta y la demanda.

Aesa nueva fabrica ficticia sus costos de produccion se asumen iguales a ceroy
el costo para el producto 5 en la fabrica 3 es M (es decir, es un valor muy grande
ante la incertidumbre para producirlo en la fabrica, ante la falta de capacidad).
Obteniendo:

Matriz transporte cuadrada

1 2 3 4 5
20 19 14 21 16
1 40
Xll XlZ X13 X14 XlS
15 20 13 19 16
2 60
XZI XZZ X23 X24 XZS
18 15 18 20 M
3 90
X31 X32 X33 X34 35
0 0 0 0 0
4 50
X41 X42 X43 X44 X45
240
30 40 70 40 60
240

Soluciones hdsicas factibles al problema del transporte

Se define de la misma manera que en el problema general de programacion li-
neal, pero el método de solucidn factible se ejecuta directamente en la matriz,
envez de utilizar las ecuaciones originales del modelo simplex; identificando to-
das las posibles soluciones basicas factibles que se puedan obtener en la tabla.

Si hay “m” fuentes y “n” destinos iguales, el modelo original contenia (m + n)
ecuaciones y a primera vista parece que habria (m + n) variables basicas, es
decir que una solucién basica factible, no-degenerada, tendria (m + n) variables
positivas. Es decir, que existe:

m m n n
zo|=z zxij=zdlj
i=1 i=1 j=1 =1

Cualquiera de las ecuaciones puede derivarse en términos de las otras. Por lo
tanto, hay solamente (m+n-1) ecuaciones linealmente independientes, y una
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solucidn basica factible no-degenerada necesita solamente (m+n-1) de (m+n-
1) variables positivas, es necesario recordar que una solucidn basica factible
degenerada tendria menos de m+n-1 variables positivas.

Por lo cual, se precisa otra condicion para asegurar que la solucién es basica.
No hay que olvidar que una solucién basica corresponde a un punto extremo
del conjunto de soluciones factibles. Para obtener la solucién basica en la ma-
triz de transporte, es necesario que las X, ocupen posiciones independientes.
Esto quiere decir que no sea posible hacer un ciclo, o una vuelta, con “saltos”
en angulos perpendiculares entre grupo de por lo menos 4 X,

Para ilustrar, considere una solucion al siguiente ejemplo: se precisan (m+n-
1), (4+5-1) = 8 variables basicas (no negativas). En seguida se da una solucion
factible, no-degenerada. No es basica porque puede hacerse una vuelta entre
las variables x ,, x ., x.., X,, (en las posiciones de las variables basicas, se hallan
los valores de las variables).

Matriz de asignacion

1 20 | 20 40
2 20 | 20 60
3 20 | 70 90
4 | 30 | 20 50

30 | 40 | 70 | 40 | 60

Para tener una solucidn basica factible no-degenerada, se necesita:
1. X; 0

2. Exactamente (m+n-1) variables positivas.

3. Variables basicas en posicion independientes.

Durante el desarrollo del ejemplo se dara cuenta que no es siempre facil ha-
llar una solucidn basica, factible, no-degenerada. Para obtenerla existen varios
métodos alternativos, como son el método simplex, método de la esquina no-
roeste, el Método de Voguel y el Método de la solucién dptima.

Formulacion Método simplex para la solucion del problema del transporte

Para ello, se realiza el procedimiento de la formulacién del método simplex y
se resuelve por la tabla del simplex.

1. Definimos las variables de decision xij del problema.
Para el caso del ejemplo, tenemos:
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X para i=1....3sonlasfabricasyj=1.....5 son los productos. La definicion gene-

ral es cantidad de unidades a producir del producto j en la fabrica i.
La argumentacion de cada variable es la siguiente.

X,, cantidad de unidades del producto 1 a elaborar en la fabrica 1 (u
X,, cantidad de unidades del producto 2 a elaborar en la fabrica 1 (u
X,, cantidad de unidades del producto 3 a elaborar en la fabrica 1 (u
X,, cantidad de unidades del producto 4 a elaborar en la fabrica 1 (u
X, cantidad de unidades del producto 5 a elaborar en la fabrica 1 (u
X,, cantidad de unidades del producto 1 a elaborar en la fabrica 2 (u

X,, cantidad de unidades del producto 2 a elaborar en la fabrica 2 (u

(u)
(u)
(u)
(u)
(u)
(u)
(u)
X,, cantidad de unidades del producto 3 a elaborar en la fabrica 2 (u)
X,, cantidad de unidades del producto 4 a elaborar en la fabrica 2 (u)
X, cantidad de unidades del producto 5 a elaborar en la fabrica 2 (u)
X,, cantidad de unidades del producto 1 a elaborar en la fabrica 3 (u)
X,, cantidad de unidades del producto 2 a elaborar en la fabrica 3 (u)
X,, cantidad de unidades del producto 3 a elaborar en la fabrica 3 (u)
X,, cantidad de unidades del producto 4 a elaborar en la fabrica 3 (u)
X,, cantidad de unidades del producto 5 a elaborar en la fabrica 3 (u)

2. Definir de la funcién objetivo

Min CV=20( > )X, (u)+19(%)x12 (u)+14(%)x13 (u)+21(%)x14 (u)+16( %)x15 (u) +

u

15, 420, (00413, (01419, (014166 g, (0)+

u

ls(i)x?,1 (U)+15(i)x32 (U)+18(i)x33 (U)+20(i)x34 (U)+M(i)x35 (u)
u u u u u

3. Definir las restricciones
Se tienen dos tipos de restricciones por oferta y por demanda.
Oferta

X, (U)+x,, (u)+x, (u)+x, (u)+x, (u) =40(u)
Xy, (u)+x,, (U)+x,, (u)+x,, (u)+x,, (u) =60(u)

X, (u)+x, (u)+x, (u)+x,, (u)+x,, (u) =90(u)

Capitulo IV

Demanda

X, (u)+ X (u)+x,, (u) = 30(u)
x,, (u)+x,, (u)+x,, (u) = 40(u)
X, (U)4+x,, (u)+ x,, (u) = 70(u)
X, (U)+ X, (u)+ x,, (u) = 40(u)

X, (U)+ X, (u)+x,, (u) =2 60(u)

Definir la condicion de no negatividad
X, =0 para i=1,2,3y J=1,2,3,4,5

Definir modelo matematico

Min CV=20x  +19)x,,+14x +21x +16X +
15x,,+20x,,+13x, +19x,,+16X_+
18x, +15)x,,+18x, +20x,,+Mx,,

C.S.R.

<
X11+ X12+ x13+ X14+ X15 =40
<
X21+ X22+ x23+X24+ x25 =60
<
X31+ X3Z+ x33+ X34+ X35 =90

X, X, %, =230
Xt X, X, =240
X HX,, X, 270
X14+ x24+ X34 2 40
X15+ x25+X35 2 60

X; 2 0 parai=1,2,3y J=1,2,3,4,5

Método de la esquina noroeste

Para el desarrollo del presente modelo se debe seguir el siguiente proce-
dimiento:

1.
2,

Empezar en la esquina noroeste.

Asignar la cantidad maxima posible a esa casilla.
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3. Moveruna casilla (posicion) a la derecha si le queda alguna disponibilidad, 4
asignar lo maximo posible si no le queda ninguna, mover una casilla (posi- MetOdo de Voguel
cidn) hacia abajo y asignar la cantidad maximo posible. Si no puede hacer Para la aplicacion del modelo se debe realizar el siguiente procedimiento:
ninguna de ellas, se termina. Hasta agotar tanto la oferta como la deman- 1. Construir una tabla de costos y requisitos y luego pasar al paso 3.

da, ver matriz del transporte. o ,
2. Usarlatablade costosy requisitos para el problema que le queda después

Matriz resultante de haber hecho las asignaciones previas.

3. Calcular las diferencias entre el valor del elemento mas pequefio y el se-
gundo mas pequefio para cada columnay fila.

4. Escoger la columna o fila con la mayor diferencia (puede decidir en caso
de empate arbitrariamente).

112131415 5. Asignar lo méaximo posible a la casilla con el costo menor en esa co-
fila.
1 130 | 10 20 lumnay fila
6. Asignar cero en las otras casillas en esa columna o fila donde la demanda
2 30 | 30 60 . . .
o la disponibilidad esta agotada.
3 40 | 40 | 10 90 , . . L. . - .
7. Hacer la Unica asignacion posible en cualquier columna o fila que tenga
4 50 50 solamente una casilla sin asignacién.
30 | 40 | 70 | 40 | 60 8. Tachar todas las columnas o filas asignadas, hasta que no queda ninguna
columna nifila. En caso contrario, ir al paso 2.
4. Estaesunasolucion basica factible no-degenerada, pero X,, esunavariable Ejemplo
basica y ya que tiene un costo de M, es obvio que no es una solucién épti- « Pasol

ma; a continuacion, se detallan los valores de XY el costo minimo.

X, =30 x,=40

X,=10 x,,=40

12 34
X,=30 x,=10 1 |23 ]4]5 Dif
1 20 |19 | 14 | 21 | 16 0 5
X,,=30 x,=50
) 15 | 20 | 13 | 19 | 16
Costo minimo =20*30+19*10+20*30+13*30+18*40+20*40+M*10+0*50= 3300+10M. 2 60 2
Con este método hay un maximo de (m+n-1) variables basicas (asignaciones
positivas a las posiciones en la tabla). Sin embargo, en ocasiones hay menos de 3 18 1518 20 | M 90 3
(m+n-1) asignaciones, en tal caso hay una solucién degenerada.
Lo Gnico malo con el método de la esquina noroeste es que a veces la solucidn 0 0 0 0
inicial queda muy lejos de la solucidn 6ptima. Por eso, es usualmente aconse- 4 0 50 0

jable comprobar con otros métodos para estar mas cerca de la solucién 6ptima.
30 | 40 | 70 | 40 | 60 40

15 | 15 | 13 . 16 240

104 105
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La columna 4 tiene la mayor diferencia (19) entonces asignamos lo maximo po- « Paso3
sible al menos costo c44 =0; el suministro es de 50, pero la demanda es de 40.

) Se obtiene una nueva matriz y volvemos a realizar el paso anterior.
Entonces asignamos 40 a x44.

1 2 | 3 5 Dif
1 2 1 31411} Dif 20 | 19 | 14 16 40
20 |19 |14 | O 16 40 15 20 | 13 16 60
15 |20 | 13| 0 | L6 60 18 | 15 | 18 M 90
18 15|18 | 0 | M 90
0 30 | 40 | 70 50 190
410 0] 0 0 10 0 3 - 1 0’ 190
40
30 |40 70 | O | 60 200 Una vez seleccionado el menor costo c,, =15 asignamos el maximo posible, en este
15 15 | 13 16 20 caso40.Asi:40 a X,,- Esto agota la demanda y los otros elementos en esa columna

(X5 X,5 X,,) y se elimina la columna 2 por quedar agotada la demanda totalmente.

Esto agota la demanda y los otros elementos en esa columna (x,,, x,,, X,,) reci-
ben asignaciones de cero. Seguido a esto, se tacha la columna 4 y se reduce la 1 2 3 5 Dif
disponibilidad en la fila 4 por 40 (ya que 40 acaba de asignarse.) 20 | ol 14 16 40
* Paso2 15 |0 13 16 | | 60
Obtenemos una nueva matriz y volvemos a realizar el paso anterior. 3| 18 | o] 18 M 50
30 10| 70 50 150
3 4|1 0’ 150
1 2 3 5 Dif
20 19 | 14 16 40 2 « Paso4
15 | 20 | 13 16 60 | 2 Una nueva matriz se obtiene y volvemos a realizar el paso anterior
18 | 15 | 18 M 90 | 3
4 fal fal fal 0 fal
1 2| 3 5 Dif
30 | 40 | 70 50 190 20 | ol 14 16 40
15 |15 )13 190 15 | 0|13 16 | | 60
18 | 0| 18 M 50
Una vez seleccionado el menor costo c,, =0 asignamos el maximo posible, en 30 ol 70 50 150
este caso 10. Porlo cual: 10 ax,,. Esto agota la oferta y los otros elementos en esa ;
fila (x,;, X,,» X5 X,5) Y s€ elimina la fila 4 por quedar agotada la oferta totalmente. 1 0 150

106 107
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Seleccionamos el menor costo ¢, =15 asignamos el maximo posible, 30 a x,,.
Esto agota la demanday los otros elementos en esa columna (x,, X, , X,,) y se
elimina la columna 1 por quedar agotada la demanda totalmente.

. Paso5 1|2 5 Dif
. . 0|0 16 40 | 2
La nueva matriz queda de la siguiente forma:
0|0 16 10 -
0 |0 0
0|0 50 50
1 /23 5 Dif -
1 0 50
0 0| 14 16 40
0 ]0/13 16 30 Tenemos el menor costo ¢, =16y c,, = 16, asignamos los maximos posible en
0 0|18 M 50 este caso 10 y 40, por no quedar sino una sola fila. Asi, 40 a x ,, y 10 a x,,. Esto
agota la demanday los otros elementos en esas filas y se eliminan las filas 1 2
0l 70 50 120 por quedar agotada la oferta y la demanda totalmente. De tal modo, determi-
v 190 namos la solucién factible, mas no 6ptima.
1

Con menor costo c,, =18;y maximo posible 50 a x,. Esto agota lademandayy los
otros elementos en esa columna (x_, x_, X.., X..) y se elimina la fila 3 por quedar

310 7322 330 35 1 2 5 Dif
agotada la oferta totalmente. o 1o
« Paso6
. . 2,010
La nueva matriz sera:
0 |0
00 0
123 5 Dif 0 0’
0 |0} 14 16 40 2
0 |o0]13 16 |30 2 © Pasos o ,
o lo 0 Determinamos la solucion basica factible, mas no éptima
1 0’ 70
1|2 3 4 | 5
L . 1 40 | 40
Con menor costo ¢, =13 y maximo posible 20 a x, . Esto agota la demandayy los
otros elementos en esa columna (x,, x,,) y se elimina la columna 3 por quedar 230 20 10 60
agotada la demanda totalmente. 3 40| 50 90
« Paso7 4 40 | 10 50
Obtenemos una nueva matriz y volvemos a realizar el paso anterior. 240
30 /40| 70 | 40| 60 22

108 100
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Donde los valores de las variables y el costo minimo son:

X.=40 X_=40

15 32

X,=30 X,=50

21 33

X.,=20 X,=40

23 44

X.=10 X, =10

25 45

CMT =40*16+30*15+20*13+10*16+40*15+50*18+40*0+10*0 = $ 3010

Solucién que al no ser 6ptima es mejorada con respecto al método de la es-
quina noroeste.

Método Solucion Optima

Una vez que se obtiene una solucidn basica factible no-degenerada al proble-
ma, ;qué hacemos? Como en el Método Simplex, buscamos una solucion mejor
y lo hacemos por intercambio de las variables basicas y no-basicas.

Con este objetivo, se debe seleccionar una nueva variable basica, lo cual es
equivalente a seleccionar un nuevo elemento para una asignacion. Se elige el
elemento (variable) que disminuye la funcién objetivo (que es minimizar cos-
tos), mas rapidamente.

Para tal caso, se deben seguir estos pasos:

1. Asignarun +a una celda vacia, de tal forma que se pueda realizar una vuel-
ta en forma rectangular.

2. Cambiar los otros elementos para mantener las ecuaciones (buscar la vuel-
ta, y alternativamente restar y sumar + de estos elementos).

Averiguar si la nueva solucion es mejor o peor que la anterior.

Del ejemplo probar el elemento (1,1), o sea, x,,

1 23 4 5
1 ) 40 (-) 40
2| 30() 20 10 (+) 60
3 40 | 50 90
4 40 | 10 50
240
30 |40 | 70|40 60
240
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Efecto en la funcion objetivo: ya que los costos en esta vuelta son 20, 16,16y 15
respectivamente, el cambio en el costo total seria; +20-16+16-15 = +5, es decir
un aumento en el costo total. Esto nos indica que x,, no debe entrar en la base.

A partir del ejemplo anterior, probar el elemento (3,1), es decir, x,,

1 2 3 4 5
1 40 40
2 | 30- 20+ 10 60
3 + | 40 | 50- 90
4 40 | 10 50
240
30 | 40 | 70 | 40 | 60 240

Al realizar la prueba con los costos de cada celda en esta vuelta 18, 15, 13y 18;
el cambio en el costo total seria; +18-15+13-18 = -2; es decir una disminucién
en el costo total. Esto nos indica que x, puede entrar a la base. Giramos la
cantidad menos negativa en este caso 30y se gira.

;Qué variable sale de la base?

Para ello se suma y resta alternativamente entre los elementos que forman la
figura rectangular, hasta que una variable (elemento) llegue a ser cero. Esta
variable (elemento) sale de la base.

En el presente ejemplo x,, sale cuando x,, aumenta a 30. La nueva tabla
aparece asi:

1 2 3 4 5
1 40 40
2 50 10 60
3130|4020 90
4 40 | 10 50
240
30 | 40 | 70 | 40 | 60 240

Este procedimiento es muy complejo y se puede demorar, pues es necesario
identificar cuantas veces sea necesario las variables que entran y salen me-
diante la busqueda de la vuelta cerrada; de tal modo que si se tratan de diver-
sos problemas grandes se tendria que utilizar una cantidad de tiempo muy
grande para obtener un resultado factible. Existe otro método mas sistematico
para determinar si una solucién es dptima, y qué variable debe entrar en la
base, que se detallara a continuacion.

111
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Método alternativo para seleccionar qué variable
entra y sale de la base

Recordar que la funcién objetivo es:

m n

Minz=D 2 cx,

i=1 j=1
C.S.R.

m
i=1 X, =0, para i=1...... m
n

z X, = dj paraj=1.....n
=1
X; 2 0 parai=1,2,3y J=1,2,3,4,5
Si se tiene en la funcidn objetivo algunas de las variables basicas, cualquier

multiplo de las restricciones puede sumarse o restarse de esta para eliminarla,
estos multiplos los denominaremos, uyy, los reemplazamos en la funcidn.

m n n n m
MinZ= ZC., Xu+ U1 o zxij +ZV,~ dj'zxij
i=1 j=1 i=1 =1 =1 i=1

Equivalente a:

m n n
MinZ=ZZc—u.-v.)x..+z +ZVd
i j ij J )

i=1 j=1 i=1 j=1

Al reemplazar la variable X, porx_ysu coeficiente sea cero en la funcién obje-
tivo (es decir sies una varlable ba5|ca o se contenga en la tabla de transporte),
se hace necesario utilizar el siguiente artificio matematico.

C -u-v.=0
r S

rs

Equivalente a:

CI'S = ul’ + VS

Esta ecuacidn se asigna a cada elemento (variable basica). Si hay (m+n-1) ecua-
ciones, se tiene (m+n) incognitas, los multiplos uyy implica que si fijamos uno
delosu, o vp podemos resolver para las (m+n-1) que quedan.

Una vez que se conoce las u, y v, se puede identificar cual de las variables

no-basicas entra por cualqwera de sus coeficientes en la funcion objetivo, es
decir, sus (cij -u - vj), la variable con el coeficiente mas negativo entra a la base.
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Para saber cual variable sale de la base, se realiza el mismo procedimiento an-
terior. De la solucion basica factible obtenida del Voguel, se parte para realizar
el nuevo procedimiento.

1 2 3 4 5
1 40 40
2| 30 20 10 60
3 40 | 50 90
4 40 | 10 50
240
30 | 40 | 70 | 40 | 60
240

A partir de la matriz de soluciones se ponen los costos ¢, correspondlentes a
las celdas donde se registraron las variables basicas obtenidas. Se agrega una
columna para el maltiplo U yuna fila paraV, como se tiene en la matriz.

(5) (9) (1) (5) 16 u,=0

15 (10) 13 (3) 16 U,=0

(-2) 15 18 (-1) (M) U,=5

(1) (6) (3) 0 0 U,=-16
V=15 | V,=10 | V=13 | V,=16 | V=16

Ahora calculamos los u, y v, para ello selecciona la fila con el mayor nimero
de resultados obtenidos, en el caso del ejemplo la fila 2 y la hacemos u, igual a
cero. Con ese valor estimamos los otros valores de fila o columna de los otros
multiplos:

V,=c, -u,=15-0=15;V, = ¢, - u,= 13-0=13; u, = c,, - v, = 18-13=5
V,=c,-u,=16-0=16;u =c -V, =16-16=0;u,=c, -v,= 0-16=-16
V,=c,-u,=15-5=10;V,=c,,-u,=0-(-16) = 16

Como se reglstra en la tabla anterior. Luego de calcular las ((c -u - ) para los

elementos vacios de la tabla. Estos valores corresponden a los coeficientes de
las variables no-basicas que aparecen en la funcién objetivo.

C,,-u-v,=20-0-15=5; C -u_-v, M-5-16:M’;Clz-ul-vzzl9-0-lO:9

? 735
C41-u4-vl =0-(-16)-15=1;C -u-v,=14-0-13=1;C,,-u,-v,=0-(-16) - 10 =6
C,u-v,=21-0-(16) =5;C,-u,-v,=0-(-16) - 13=3; C_-u,-v, = 20-0-10=10

C,u,-v,=19-0-16=3;C,-u,-v =18-5-15=-2;C_-u,-v,=20-5-16=-
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(Una vez estimados estos coeficientes de las variables no-basicas en la funcion ob- Los célculos se realizan de la misma manera que la iteracién anterior de los u,y v,
jetivo, tenemos una solucién éptima? No, porque se tienen valores negativos y es-
tos deben ser todos positivos. Por lo tanto, se procede como en el método simplex,
se selecciona la variable que entra a la base, que es x,, por ser la mas negativa.

Ahora, calculamos los (cij -u - vj) de las casillas vacias, obteniéndose los si-
guientes resultados:

Lavariable que sale de la base es la que llega primero a cero, cuando x,, se aumen-
te. (0 que pone el limite mas critico en x,). .Mediante el procedimiento anterior se
realiza el giro menos negativo entre las posiciones que forman el rectangulo.

-1 U,=0
3 6 3 u,=-21
1 2 3 4 5 =
1 40 40 V=18 | V,=15 | V=18 | V=21 | V=21
2 | 30 20+ 10 60 B o o
Vemos que esta solucion no es optima, porque el coeficiente de x,, =-1 lo que
3 * 40 | 50- %0 nos indica que debe entrar en la base x,,. La variable que sale se conoce anali-
4 40 10 50 zando el giro de la figura rectangular.
240
30 40 70 40 60 240
Entonces x, llega a cero primero, mientras x,, aumenta. Luego x,, sale de la base. 1 2 3 4 5
La nueva matriz de resultados es: 1 40 40
2 50+ | 10- 60
3 |30 | 40 | 20- o 90
40 | 40 4 40- |10+ | 50
1
>0 0 | 60 30 | 40 | 70 40 60 22:':
30 | 40 | 20 90
40 | 10 | 50 Mientras que x,, crece, x,, llega a ser cero primero, lo que nos indica que x,,
30 | 40 | 70 | 40 | 60 sale de la base.
Se comprueba si esta nueva solucion es 6ptima o no; aplicamos nuevamente el Iteracion 3

procedimiento anterior y se obtiene la nueva tabla de las (c; - u, - v)):

60 60
30 | 40 | 10 | 10 90
30 | 20 | 50

30 | 40 | 70 | 40 | 60

114 115
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Para comprobar si es ptima esta solucidn, se hace nuevamente la tabla de las

(€, u-v) Problemas de degeneracion

La degeneracion ocurre cuando hay menos de (m+n-1) variables basicas ma-
yores de cero. El problema relacionado con la degeneracion es que se desco-
noce cual de los valores son iguales a cero y son en realidad basicos. Se corrige
este problema con la asignacion de una cantidad infinitamente pequefia al
elemento basico que es cero.

0 0 U, =-20 Ejemplo

En el ejemplo anterior se cambia la disponibilidad de la fabrica3 de 90a 70,y la
V=18 | V,=15 | V=18 | V=20 | V,=20 demanda del producto 3 de 70 a 50. Usando el Método de Voguel para las asig-
naciones iniciales, se encuentran las mismas asignaciones excepto en el ele-

Se realizan los célculos de la misma manera que la iteracién anterior de los u, y v. mento X.;; esta asignacion se cambia de 50 a 30. La solucion inicial aparece as:
Luego, se calcula los (cij -u - vj) de las casillas vacias, obteniéndose los siguien-
tes resultados:
30 20 10 | 60
40 | 30 70 | —
2 10 4 1 U,=- 40 | 10 | 50
M U,= 30 | 40 | 50 | 40 | 60
2 5 2 U,=-20 ya
V=18 | V,=15 | V=18 | V,=20 | V=20 Las (c;-u,-v) tienen que ser iguales a las anteriores, ya que depende sola-

mente de las posiciones de las variables bésicas. Estas indican que x,, debe
entrar como antes. Pero como una variable basica: ya que x,, y x,, llegan a

Esta tabla indica que la presente solucién es una solucidon éptima; porque to- . ,
q P P » Porg cero simultaneamente.

das las variables no basicas son positivas. ) ) o )
En este caso, por tener valores iguales se escogeria una arbitrariamente, sin em-

Asi ién 6ptima es. . > , . , .
si, la solucion optima es bargo a la otra se le asigna un error (€) y se consideraria como una variable basica.

X5 =40,x,,* =60,x,,*=30,x,," =40, x,.* =10, x,,= 10, X ,* =30, x,.* = 20, 2* = $2940. Se pretende que esta es una asignacion real, y se lleva en las tablas siguientes.
Esta solucidn es mejor que las anteriores obtenidas mediante los anteriores Si suponemos que se escoge X, para salir; la tabla aparece asi:
métodos.

El cero en la celda (1,3) indica que hay dos soluciones 6ptimas que x,, puede

entrar sin cambiar el valor z. Esta otra solucidn seria:
50 10 | 60
30 | 40 E 70
60 60 40 | 10 | 50
30 | 40 20 90 30 | 40 | 50 | 40 | 60

20 | 30 | 50 Las variables basicas son idénticas al ejemplo anterior, por lo que las (cU. -u-v)
30 | 40 | 70 | 40 | 60 son las mismas, también estas indican que x,, entra y el rectangulo aparece asi:

116 117
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La variable basica degenerada es una de las candidatas para salir, y ya que esto
“llega” a cero primero “sale”, y la proxima tabla aparece ast:

BIRERICIN

De nuevo, tenemos la misma solucién basica “factible” que antes, de tal mane-
ra que las (cij -u - v].) indican que esta es la solucién 6ptima. Luego las asigna-

ciones reales son:

%050

50 10 | 60
Moo | o |
B 0 o 0w §
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Problema 2

Considere el siguiente problema de transporte a partir de la tabla de costos y
requerimientos.

Tabla de costos y requerimientos

Hallar: solucién

1. Método de la esquina noroeste
2. Método de Voguel

3. Formulacién del simplex

Problema 1
onsidere el siguiente problema de trans- Prublemu 3
porte a partir de la tabla de costos y re-
querimientos. La empresa Silver, fabricante de muebles, ha decidido producir tres tipos de

muebles para oficina. Actualmente cuatro de sus plantas tienen capacidad de

Tabla de costos y requisitos produccion en exceso.

La informacion detallada en la presente tabla contiene los costos de produc-
cion (en miles de pesos) de cada producto en cada plantay la capacidad diaria
de produccion en cada una de ellas.

Tabla de Costos

Determinar:

1. Formulacién del simplex

Método de la esquina noroeste

Método de Voguel

Wb

El prondstico de venta demuestra que es posible vender 500, 300 y 400 unida-

Solucién éptima
P des de los productos 1, 2, 3, respectivamente. Las plantas pueden fabricar un
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producto completamente o una combinacién de productos segln sus posibili-
dades. La planta 4 requiere para producir el producto 3 un costo x que indica la
incertidumbre de su valor.

El sefior Pedro, director de la empresa, quiere saber como asignar los nuevos
productos a las plantas para minimizar el costo total de fabricacion.

Elaborar un planteamiento como problema de transporte.
Resolverlo y formularlo por el Método Simplex.

Resolverlo por el Método de la esquina noroeste.
Resolverlo por el Método de Voguel

Resolverlo por el Método de solucién 6ptima

o s wbhH

Realizar una interpretacion de los resultados de acuerdo con lo planteado
en el problema.

LOSARIO
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Coeficiente de contribucion: Son los valores que contiene la va-
riable en la funcién objetivo, puede ser un precio, costo o una can-
tidad determinada.

Coeficiente técnico: son los valores que contienen las variables en
las restricciones y son llamados valores estandares, es decir, se ob-
tienen a partir de estudios de tiempo y movimiento.

Empate de variables basicas al salir de la base: situacién cuando
varias variables basicas se vuelven cero simultaneamente a medi-
da que se incrementa la variable a entrar.

Funcién objetivo: es la expresién matemdtica (ecuacidn) que se
va a optimizar.

Iteracion: es el desplazamiento desde una posicién inicial a otro
punto dentro del poligono de solucion, hasta encontrar una solu-
cion optima.

Método del transporte: Es un método que recibe dicho nombre
porque relaciona el envi6 de un lugar “i” a un lugar “j” de cierta
cantidad de productos.

Método Gran M: Se llama asi cuando el modelo matematico resul-
tante de su formulacion contiene restricciones mayores igual (=) o
(=) igual.

Método postéptimo: Es un anélisis de sensibilidad a varios fac-
tores del problema con el fin de identificar aquellos que se deben
calcular con més cuidado.

Modelos de optimizacién: Son modelos que buscan mediante un
algoritmo matematico, una solucidn basica factible, también lla-
mada solucion 6ptima.

Poligono de soluciones: son los puntos que conforman el drea de
soluciones factible.

wn A

< =

Glosario

Restricciones: son las limitaciones de los recursos y pueden ser
mayor igual o menor igual, segun disponibilidad.

Solucion degenerada: vértice del poligono de soluciones donde
se repite el proceso iterativo y no cambia la solucion.

Solucion éptima: es el resultado final encontrado mediante el pro-
ceso iterativo.

Tabla del simplex: es un procedimiento compuesto por todas las
variables del problema y los coeficientes que contienen tanto la
funcién objetivo como sus restricciones.

Variable basica: Reciben este nombre las variables que estan en la
tabla del simplex o matriz de transporte.

Variable de decision: son incdgnitas que son determinadas me-
diante la solucion del problema a resolver.
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